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266. Пара вращенй.........- 
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331. Цвиная аня . . 
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Равновфае упругихъ стержней. 
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Сгибан1е стержней. 
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ГЛАВА 1. 


Ударъ въ плоскомъ движенм. 
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Общая теоря уравнешЙ механики: 


ГЛАВА 1. — 
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ПРЕДИСЛОВТЕ. 


При составлеши настоящаго курса я имфаъ въ виду дв цьли: 1) дать 
студентамъ химическаго отдфленя Варшавекаго Политехническаго Ин- 
ститута, слушающимь мои лекщи, печатный курсъ наиболфе близ къ 
тому, что я имъ читаю и 2) предоставить возможность бодфе широкой 
публик пользоваться этимъ курсомъ, въ которомь я обращаю особое 
внимане на равновфое и движене твердаго тБла. 

По моему мнфню наилучшимъ руководствомъ для техника, изучаю- 
щаго теоретическую механику, слфдуеть признать прекрасные трактаты 
Раута (Ко\\В): статика твердаго тфла, въ двухъ томахъ (А 1геайзе оп 
апа]уса1 51асз, 1896), и динамика твердаго тЬла, тоже въ двухъ то- 
махъ (А 1теайзе оп \Ве Чупат!сз оГ а зузцеш оЁ 114 Ъо@ез. 1892, или 
вфмецю переводъ подъ заглащемъ: 01е Гупапик 4ег Зузеше збаггег 
Еогрег). Эти книгя Раута поражають обищемъ именно наиболфе прило- 
жимаго къ техникф матерала и выборомъ наиболфе конкретныхъ задачъ, 
рЬшаемыхь до конца съ принимащемъ во внимаше трешя, сопротивленя 
реды, упругости и другихъ усложняющихъ задачу явлен!й. 

Но двлать обязательнымь для своихъ слушателей чтене Раута, даже 
‘если бы и существоваль руссьЙ переводъ его трактатовъ, я бы не р8- 
‘шился во первыхъ потому, что оба сочинешя Раута представляють со- 
бою четыре тома большого формата и чтеше такихъ многотомныхъ тракта- 
‘товъ несовмфстимо съ обремененностью студентовъ нашихъ высшихъ тех- 
‘вическихь учебныхъ заведен учебными занятями, во-вторыхь Рауть 
‘Бредполагаеть уже знакомство читателя съ механикою точки и въ третьихъ 
захъ, въ который Раутъ обдекаетъ свои формулы, значительно отличается 
вида классическихъ формулъ общепринятыхъ на континентв. 
Поэтому въ настоящемъ курсф, пользуясь трактатами Раута, я имфлъ 
заду читателя совершенно еще не знакомаго съ механикою, ста- 
познакомить его съ классическими формулами и составить одно- 
‘учебникъ. 

Бром упомянутыхь книгь Раута я пользовался, при составлеши 
курса, еще слфдующими сочинешями: 
Е.Б. Дезове. —Курсь теоретической механики. 2 вах. 1 


„Хвольсонъ. Курсъ физики, т. Т, Сиб. 1897. 

„Аррей. Тгайё 4е тёсалидие габоплеЦе. Раг1з. 1896. 

Таитеш. ТгаНё 4е шёсатичие габоппе|е. Рам. 1889. 

Ебрм. Уогезипеей йЪег 1есви1зсве Масвалик. Гейрио. 1899. 

Войгтапт. Уотезилвеп пЪег @е Ргешере 4ег МесвашК. Герай. 1897. 

Олудекй. Курсъ теоретической механики (Учен. Запис. Имп. Москов. 
Унив. 1881), 

Бобылевъ. Руководство къ курсу введешя въ теоретическую механику. 
Сиб. 1890. 

Жуковекй. Элементарная теорйя гироскоповъ (Вфстн. Опыт. физ. и 
элемент. матем. КЧевт. 1888). 

Тлотзоп ипа Тай. Нап@Фись 4ег Тнеогейзсвеи Рпузк (Чепивене 
ОеЪегзе\и. у. НешиВоМ2 ип@ \Уег\ейи. 1871). 

Приношу мою искреннюю благодарность издательской фирм К. Л. 
Риккера за свойственное ей вполнф добросовфстное отношеше къ дфлу 
предпринятаго ею изданя этой книги. 


Н. Делоне. 


ВВЕДЕНТЕ. 


$ 1. Опредфлеше Теоретической Механики. Теоретическая механика 
есть наука о движении. 

Причины, производящия движеше или измфняюпИя его, называются 
силами. Если силы дфйствуютъ на тЬло наперекоръ другь другу такъ, 
что ихъ дёйствя взаимно уничтожаются, то тло находится в» равновъ- 
сш. Поэтому и равновъс!е составляеть предметь, изучаемый въ теорети- 
ческой механикЪ, какъ частный случай движен!я. 

Та часть теоретической механики, которая изучаеть движеше, не входя 
въ разомотрме производящихъ его силъ, называется Кинематикою. 

Та часть теоретической механики, которая изучаеть движеше въ за- 
висимости отъ производящихъ его сидъ, называется Кинетикою. 

Кинетика подраздфляется въ свою очередь на Статиху, изучающую 
‘только равновфе и Динамику, изучающую движене. 

Въ настоящемъ курсф мы не будемъ, однако, придерживаться этого 
подраздЪленя, ‘преслфдуя возможную сжатость изложения. 

Наука о движенщи можеть быть основана на весьма небольшомь ко- 
зичеств% законовъ, выводимыхъ изъ опыта (три закона Ньютона см. $ 3). 
И можеть быть развита изъ этихъ законовъ строго математическимь 
‘шутемъ. Въ такомъ случа, при неотступвымь проведевш такого стро- 
таго метода, наука о движенш называется Аналитическою или Рацо- 
вальною механикою. 

Въ настоящемъ курс излагается Теоретическая механика, допускаю- 
въ иЪкоторыхъ случаяхъ (напримфръ въ изучени тренйя) обосно- 
фе своихъ выводовъ изъ опытовъ, не вошедшихь въ основные закоды 
ъной механики. 
$ 2. Значеше теоретической механики въ изучени природы. Съ разви- 
естественныхь наукъ все болфе и болфе крфинеть убъждеше въ 
что всф явлешя неорганическаго мра и значительная часть явле- 
органической природы представляютъ собою результать движешя ма- 
звукъ, теплота, свЪтъ, электричество, магнетизмъ суть проявлешя 
рода молекулярныхъ движен! или вЪеомой матери или эфира. 
ця взаимодЪйствя тоже подчинены чисто механическимъ за- 
1 
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конамъ. Въ органической природЪ весьма многое сводится къ физик и 
хим и, хотя основной законъ развития организмовъ—законъ наслфдетвен- 
ности— еще не приведевъ въ соотвфтете съ какимъ либо движенемъ. 

Отсюда вытекаеть чрезвычайно важное значеше теоретической меха- 
ники въ ряду всего строя человфческихь знан!й. 

При изучени природы человфчество пользовалось до сихъ поръ ме- 
тодами, покоящимися на одной изъ трехъ основъ: 1) набяюдеше, 2) опытъ 
и 3) математика. 

Наблюдещемь совершающагося въ природф человёкъ всегда зани- 
мался, но въ качествь основы научнаго метода наблюдене было выста- 
влено Аристотелемъ. 

Въ опыт» создается особая искусственная обстановка для выдфлешя 
фактовъ и процеесовъ, подлежащихъ изучению. Отцомъ опытнаго (экспе- 
риментальнаго) метода признаютъ Бэкона Верулэмскаго (1560—1616 г.). 

Математика прилагается къ изучевю природы болфе всего чрезъ 
геометрию и особенно чрезъ механику. 

Изучая движене, механика не можеть обойтись безъ опыта, но, не 
довфряя ему, она стремится быть основанной на наименьшемъ числ по- 
ложенш, данныхь опытомъ. Поэтому, и по своему методу, механика за- 
нимаеть какъ разъ переходное положен!е отъ чистой математики къ фи- 
зивЪ, астроном и другимъ наукамь болфе экспериментальнаго и наблю- 
дательнаго характера. 

Рещюнальная механика довольствуется только самымъ необходимымъ 
чиесломъ положен выводимыхъ изъ опыта, называемыхъ основными за- 
конами механики. Они могутъ быть сгруппированы различным образомъ *), 
но наиболфе удачная ихъ группировка была дана Ньютономъ. 

$ 3. Основные законы Ньютона. Въ своихъ РАЙозоршае МаигаИз Рит- 
са таветайса 1687 г. (Математическ!я основаня философи при- 
роды) Ньютонъ высказалъ основные законы механики въ сафдующей форм}. 

Законъ 1. Каждое тьло пребываеть въ своемъ состояи покоя или 
равномфрнаго прямолинейнаго движен!я, если дЪйствуюция на него силы 
ве принуждаютъ его его. измфнить такое состояше. 

Законъ 11. Измнене движеши пропорщюнально приложенной дЪйствую- 
щей спаф и происходить но той прямой лини, по которой дЪйствуетъ сила. 

Законь Ш. Всякому дЬйствю соотвфтетвуеть противодфйств!е равное 
и противоположное, то есть дЪйстыя двухъ тьлъ, одно на другое, всегда 
равны и направлены противоположно. 

Ко второму закону Ньютонъ добавляетъ, въ видф слфдетыя, правило 
параллелограмма, согласно которому: дёйстые двухъ силъ, приложенвыхъ 
къ точЕЪ и составляющих нфкоторый уголъ, равносильно дЪйствйю равно- 


*) См. На, Ге Ришайрей ег Месвашк, 1894. Войгтапи. УоНевипеей 
ЦЪег @4е Ривсфе 4ег Месвагиь, 1897, 
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Баствующей равной, по величинв и по направленю, д1аговали паралле- 
ютрамма, построеннаго на данныхъ составляющихъ силахъ. 

Эти законы представляють собою выводъ изъ веъхъ извфстныхъ опы- 
товъ и наблюденй. 

$ 4. Однородность формулъ. Въ механикЪ приходится имфть дЪ2о съ 
‘единицами разныхь измфренй: длины, времени, массы, площади, объема, 
вфса, и т. д. Необходимо обезпечить себя отъ возможности ошибоктъ, ко- 
торыя могуть произойти оть неправильнаго понимав!я формулъ. 

Прежде всего нужно помнить, что всякое уравнене должно быть одно- 
'родно въ томъ смысль, что 06% его части должны быть выражаемы въ 
одинаковыхъ едивицахъ. 

Напримфръ такое уравнев!е 

р=ар-е-нз-+ ас 


въ которомъ р объемъ, а, Ь, с длины, 3 отваеченное число,—не имфетъ 
никакого смысла. Такое же уравнеше 


=8.а-+ абс 


вполнф возможно, если р объемъ, а, $, с длины, $ площадь, потому что 
въ немъ, по отношеню къ длинф, лЪвая часть 3-го измфрен!я, за тоже 
З-го измфревя, абс тоже 3-го измфревя. 

Возьмемъ еще примфръ изъ геометрия. Извфстно, что площадь Р пря- 
жотгольника измфряется произведешемъ его основайя а на высоту 6. 
'Обыкновенно это выражается тавъ: 


рода ба (1) 


Результатъ однако будеть невфренъ, если при основани равномъ 
метрамъ и высотВ равной 24 сантиметрамт, мы, для опредфлешя пло- 
, помножимъ 5 на 25. Онъ будеть даже нелЪиъ, оставляя полное 
фе относительно того, въ какихъ мфрахъ выражена площадь. 
Формулу (1) надо понимать такъ: площадь прямоугольника содержать 
число единицъ площади, которое равно произведено числа еди- 
длины, содержащихся въ основав!и, на число эиъа» же единипъ 
содержащихся въ высоть. 

Лля избъжан!я ошибокъ, особенно въ числовыхь задачахъ, удобно 
пользоваться болфе полнымъ обозначенемъ, въ которомъ единицы 
измфрен!! вводятся явно. Въ этомъ обозначенш, напримЪръ, 
5 метровъ выражается произведешемъ 
5 . [метръ] 

числа 5 на единицу длины «метръ». 
При такомъ «полномъ» обозначеши формула (1) можеть быть выра- 

такъ: между числомъ р едивиць площади, заключающихся въ пря- 
Р числомъ а единиць длины, заключающихся въ его осно- 


ванш а и чиеломъ 3 единицъ длины, завлючающихся въ его высот Ь, 
должно быть соотношенше. 

-р. [едивица площади] = а. [единица длины]. В. [единица длины] 
=8 [единица длины] 

— аз [единица площади] 


иии 
Р= 8 
тдВ 
Р =р [единица площади] 
а = [едивица длины] 
Ь —= В [единица длины] 


Въ приложенш къ численному примфру прямоугольника, имфющаго 
основане 5 метровъ и высоту 24 сантиметра это можеть быть выра- 
жено такъ: 

Р=р [квадр. метръ] 
а=5 [метръ] 
$ —0,24 [метръ] 
Р=р [квадр. метръ] =5. 0,24 [метръ]? = 1,2 [квадр. метръ] 
=, 
Р = 1,2 квадратныхь метровъ. 

Можно опредфлить площадь Р иначе, напримфръ въ квадратныхь 

сантиметрахъ такъ: 
Р= р! [квадр. сантиментръ] 
а = 500 [сантиметръ] 
$ — 24 [сантиметръ] 
Р=р’ [квадр. савт.] = 500. 24 . [сантим.]? = 12000 квадр. сантим. 
р’ = 12000 
Р = 12000 квадр. сантим. 

Это обозначеше въ особенности понадобится намъ при опредфденш 
размфровъ различныхя, единицъ по отношению къ основнымъ единицам, 
Пока мы зваемъ изъ геометрш, что 

разифръ 1 площади = [еданица данвы]? 

размфръ 1 объема = [единица длины ]з. 
Единицы площади и объема по отношеню &Ъ основной единицв длины 
называются сложными единицами. Въ механик гораздо больше слож- 
ныхъ единицъ, чфмъ въ геометрш, и полное обозначен иногда обдег- 


чаеть дфло, хотя большую часть формуль мы будемъ представлять въ 
обыкновенномъ обозначенйи. 


ОТДЪЛЪ 1. 
Механика точки. 


Движене тьла впоанЪ опредфлено, если извЪстно движене каждой его. 
точки. Поэтому мы раземотримъ прежде всего движев!е точки и начнем 
съ прямолинейнаго движев!я точки, 


ГЛАВА 1. 


Прямолинейное движен!е точки. 


$ 5. Равномфрно-прямолинейное движеше точки. По первому закону 
Ньютона безконечно малая частица матерш, которую мы будемъ назы- 
зать матемальною точкою, при отсутстви вакихъ бы то ни было силъ, 
которыя на нее бы дЪйствовали, движется равномфрно прямолинейно. 
Разсмотримъ такое движене. 

Равномтрно-прямолинейнымь движещемь называется такое движеше, 
43 которомь матеральная точка въ равные промежутки времени про- 
„ равные прямблинейные пути. 
Отсюда выводимъ слдующее: если примемъ прямую, по которой дви- 
(которую описываетъ) точка, за ось иксовъ, изберемъ на этой пря- 
какое-нибудь начало о, условимся опредфлять положене движущейся 
ва этой прямой разстоящемъ ея х оть начала о и условимся отно- 
ю того, въ какую сторону отъ о считать эти разстояя положи- 
и въ какую— отрицательными, то путь 2—4, проходимый т0ч- 
въ течени промежутка времени {—&, пропорщюназенъ въ равно 
молинейномъ движеши этому промежутку, такъ что 


Г ео - (1) 
$ = =Ъхоторая постоянная величина. 
Отсюда 
Ее Нонна = (2) 


‚ атвошеве пройденнаго пути 2—4 Бо времени {—, въ течени кото- 


в 


раго онъ пройденъ, вазывается скоростью равномфрно-прямолинейнаго 
движешя. Изъ самой формулы (2) видно, что размфръ единицы скорости 
таковъ 
[единица длины] 
[едивица времени] 
Напримфръ, если точка проходить равномфрно въ 3 часа 90 верстъ, то 
скорость ея равна 
90. [верста] верста 
8: [час] — | часъ 


| = 30 версть въ часъ. 


Итакъ: 1) Скорость равномпрнаюо прямолинейнаго движешя веть 
величина постоянная для даннаю движешя, 2) Скорость равномпрно- 
прямолинейналю движешя выражается отношенемь пройденнаю пути 
ко времени, въ течеши котораю этотьъ путь пройден. 

$ 6. Общее уравнене равномфрно-прямолинейнаго движения точки. Вся- 
кое уравнеше вида 

==...’ ны о БОВ 


10% х пройденный прямолинейный путь, { времл, а и В постоянныя, вы- 
‘ражаеть собою равномпрно-прямолинейное движеше точки. Д\йстви- 
тельно изъ (3) слвдуетъ: 

Аа — а о А повыясат-оваыо ть Че. 344) 


то есть: пройденный прямолинейный путь пропорщоналенъ времени, въ 
теченши котораго онъ пройденъ— основное свойство равномёрно-прямоли- 
нейнаго движешя. 


Полагая въ (3) Ей 


цолучимъ 
%=5 
Сафдовательно Ь есть то разстояще, на которомъ ваходится точка отъ на- 
чада координать при # —= о, то есть въ началь времени. Это разстояне 
называется начальныме. Началомь времени называется моментъ, отъ ко- 
тораго отечитываемъ время. Положене, занимаемое движущеюся точкою въ 
начал времени, называется начальнымь положеншемь точки. 
Изъ (4) сафдуеть 
а = Ая 
А! 
Сафдовательно а выражается отношенемъ пройденнаго пути ко времени, 
въ течеши котораго этоть путь пройденъ. Согласно сказанному въ пре- 
дыдущемъ параграфЬ а есть, слфдовательно, скорость. 
Итакъ: уравнече 
Еее ост, .. о 


выражаеть собою равномпрно-прямолинейное движен1е точки, въ кото- 
‘ромь а есть скорость, 5 начальное разстояне. 


| -)- 


Уравненя, связывающия [подобно уравненгю (3)] координаты точки 
60 временемз, называются уравненгями движеня. 

Вер обстоятельства движев!я и позожешя точки въ каждый данный 
моментъ вполнз опредфляются уравнешями движеня. 

Примтре. Опредфлить скорость, начальное положеше точки и поло- 
жене ея въ концф 10-й секунды, посль прохожденя чрезъ начальное 
положеше, въ движенши, уравнеше котораго таково: 


— з Стр] Н 
—}. [сокущда] #- 5 [метръ] 
отвфтъ: 
1 [метръ] _ 
скорость $ = 3 Теекунда] $ = 3 метра въ секунду. 


Начальное полдожеше находится на разстояни 5 метровъ, въ поло- 
жительную сторону, оть начала координатъ. 

Точка движется въ сторону возрастающихъ положительных иксовъ. 
Въ конць 10-Й секунды она Но: на разстояни отъ начала коорди- 
вать равномъ: 

Гметръ]_ 
[секунда] ^ 


10 [секунда] -- 5 [метръ] = (3. 10-+ 5) метръ= 35 метр. 


$ 7. Прямолинейное движене съ перемфнною скоростью. Подъ дЪйствНемъ 
силы, матерйальная точка можетъ двигаться неравномфрно, то есть еъ изм$- 
вающеюся скоростью По 2-му закову Ньютона направлене измёненя двя- 
жен!я совпадаеть съ направлешемъ силы. Если сила направлена въ те- 
зешши всего движев!я по данной прямой, то и измфнене движеня будетъ 
направлено въ каждый данный моментъ по этой прямой (которую мы при- 
хемъ за ось иксовъ). Точка поэтому не сойдетъ съ этой прямой, и изм%- 
вене движения будетъ состоять только въ измфнен!и быстроты его. Такимъ 
‘образомъ получается прямолинейное движение съ перемтнною скоростью. 
Сарашивается, что слфдуеть называть скоростью такого движеня ? 

ОтвЪть на это дають обице принципы дифференщальнаго исчисленя. 
Движене есть явлен!е подчиненное законамъ непрерывности. Мы разсма- 
‘триваемъ только тая движеня, въ которыхъ скорость ве мфняется вне- 
запно, а лишь постепенно. Поэтому прямолинейное движен!е съ перемьн- 
зв® скоростью можетъ быть разсматриваемо состоящимъ изъ ряда по- 
«зфловательныхъ безконечно малыхъ равномтрно-прямолинейныхь движенй. 
Въ течеши весьма малаго времени А! всякое движен!е почти равномфрно, 
зезблстве чего отношен!е м, называемое среднею скоростью, довольно 
измфряеть быстроту движев!я въ теченш времени Аё, Средняя ско- 
зависить одвако не только оть #, но и оть А. Но предёлъ 
- ЕЪ которому стремится отношеше и при уменьшени промежутка 4, 
только оть #. Этоть предфлъ и называютьъ скоростью точки въ 


0 


тотъ моменть, до котораго протекло время # оть начала времени. Итакъ: 
скорость какою бы то ни было прямолинейнаю движешя выражается 


производною. 


ах 
ЕВ (4) 
оть пути по времени. 
Поэтому, если движеше дано уравнешемъ 
= Фок о (5) 
то скорость › будеть выражаться формулою 
(Е ы 
==" 9. еее. (6) 


$ 8. Ускореше въ прямолинейномъ движении. Положимъ, что въ тече- 
в безконечно малаго промежутка времени 4 скорость увеличилась на 
4г, такъ что изъ + обратилась въ © -+ 4». Тогда, на основави формулы 
(6), имфемъ: 


ви (“) — 70. Ш (1) 


Такое приращеше получаеть скорость › въ течени промежутка 4. 
Если бы точка двигалась затЪмъ съ тЬмъ же приращешемъ 4х скорости 
въ каждое послфдующее 4, то въ единицу времени скорость получила, бы 
приращене 

4 р 4х 
ае==/" = рае . (8) 

Эта величина, равная приращенйю скорости, отнесенному къ единицть 
времени, называется ускорещемь. Мы будемъ обозначать ускореше’ бук- 
вою /. 

Итакъ: БА. -] ` 4х 


‘ускорене измтряется первою производною отъ скорости то времени или 
второю производною от» пути по времени. 
Ускорене и есть то самое, что Ньютонъ назваль измфвешемъ дви- 
жешя. з 
$ 9. Разифръ ускореня. Мы знаемъ изъ 5 6-го, что размфръ единицы 
скорости таковъ: 
[единица дляны] 
[единица времени] 


Изъ (9) видно, что ускорене измфряется отношешемъ и, Слдова- 
тельно размфръ единицы ускорен!я тавовъ 
[единица длины] 
[единица времени] 


СЕ 


$ 10. Сила, По второму основному закону Ньютона ($ 3) измфвеше дви- 
жешя, то есть ускореше 7, пропоршюнально силь дЪйствующей на мате- 
`Иальную точку. 
Слфдовательно и наоборотъ: сила Р, дЪйствующая по направлению дви- 
женя, пропорщональна ускореню 7, то есть: 
ЕЕ тт ий #00) 


тдВ т нБкоторое постоянное, называемое массою. Итакъ: сила выра- 
жается произведенемь массы на ускореше. 

Силы, дЪйствующия по направлению осей координать, мы будемъ 0б0- 
значать большими буквами, соотвфтствующими названямъ осей. Тогда, 
согласно (9) и (10), имфемъ: 


ЗЕЕБИбНа ИВ . 95 (108) 

= 475 

Х=т Че: --- (11) 
а 

Ч # 

Х=т т 5224) 


Уравнешя (11) и (12) называются дифферевщальными уравненями 
рамолинейнаго движен!я. 
$ 11. Масса. Наблюдеше и опыть (напримфръ опыты ва Атвудовой 
ин), показываютъ, что для возбужденя тош же ускоренёя требуется 
вьмо большая сила, чъмь больше матери заключается въ тълъ. Но 
нее (9) показываетъ, что для возбуждевя того же ускорешя 7 
а тЬмъ большая сила Р, чфмъ больше масса т. Слфдовательно масса, 
вляетъ собою величину измфряющую количество матери. Изъ пер- 
двухъ законовъ Ньютона видно, что матерйя обдадаетъ способностью 
вляться измфнен!ю движеня. Эта способность называется инершею. 
выражаеть инерцию матери. Инерщя—это основное свойство ма- 


Во избфжаше недоразумьы!й замфтимъ туть же слълующее. Всякя 
болышя и малыя, -тяжелыя и легыя падаютъ въ данной мЪстности 
поверхности, въ пустотЬ, съ одинаковымт, ускоремемъ именно по- 
что чмъ тяжезфе тфло, тьмъ больше его масса т, но зато во 
же разъ и вфсъ его, то есть дфйствующая на него сила, больше, 
мы въ формул (9) увелачимъ въ одинаковое число ® разъ силу 
хасеу т, то полузчимъ: 


Рв = ти}, 
3 опредфаится тою же величиною 
Е 
жю- 


изъ (9). 


И — 


$ 12. Абсолютныя единицы. За основвыя единицы принимаются: еди- 
ница длины, единица времени и единица массы. Изъ этихъ единицъ с0- 
ставляются сложныя единнцы, подобно тому какъ мы уже составляли еди- 
ницы скорости и ускорен!я изъ единицъ длины и времени. Такая система. 
единицъ называется абсолютною. 

Въ дальнфйшемъ изложени мы примемъ слфдующёя обозначеня 


[1] = [едивица длины] 
[7] = [единица времени] 
[М] = [единица массы], 


Тогда, согласно сказанному въ % 5 и 9, получимъ: 


[единица скорости] = | =127— 


[единица ускорен!я]= в Я-А с 
$ 13. Размфръ единицы силы. Согласно такому обозначеню и фор- 
мулЬ (9) заключаемъ, что размфръ единицы силы таковъ: 


[единица силы] = [№12/7—?]. 


Если за основвыя единицы приняты [1], [7] и [№], то за единицу 
силы мы должны уже принять такую свлу, которая, дфйствуя ва единицу 
массы, производить единицу ускорешя. 

$ 14. Сантиметръ— граммъ— секундная система единицъ. Въ современ- 
ной физик получила широкое распространене такая абсолютная система 
единицъ, въ которой 

[2] = [савтиметръ] 
[7] = [секунда] 
[М] = [грамм] = масса содержащихся въ 1 грамиф вещества. 

Эта система называется С.0.з система абсолютныхъ единиць. Изъ 
основныхъ единицъ образуются сложныя 
[единица скорости] = [27-*] = скорость точки, проходящей равном рно 

1 сантиметръ въ 1 секунду. 

[единица ускорен!я] = [17—*] = ускоренйе такого движеня, при кото- 
ромъ въ 1 секунду скорость увеличи- 
вается на единицу скорости. 

[единица силы] = [2/7,7—?] = сила, подъ вмящемъ которой масса 
траммъ пр!обрфтаетъ ускорене, равное 
единиц. 

Эта единица силы называется дин. Вфсъ одного грамма равенъ 981 дину. 

$ 15. Ускорене земного тяготфня. Вфсъ. Ускореше, производимое 
силою тяжести на земной поверхности въ различныхъ мфстностяхъ раз- 


| 
К. 


о 


лично, но ускоренше въ одной мФстности мало отличается отъ ускореня 
въ другой. Въ среднемъ оно равно 981 единицъ ускорен!я *) и обозна- 
чается чрезъ 9. СлЪдовательно въеь р тфла, то есть именно сила воз- 
буждающая ускореше 9, связана съ массою тЁла, согласно (9), такою 
формулою: 


тд 2 
[секунда]? 

$ 16. Системы единиць отличныя отъ абсолютной. Иногда, напримръ 

въ практической механик, принимаютъ за основныя единицы: единицу 

длины 1 метръ, единицу времени 1 секунду, едивицу силы вфсъ 1-го 
килограмма. Тогда уже масса тьла опредфаяется изъ (13) такъ 


гд® р чиело килограммовъ, единица массы = о оОдоря паи жишое 


Изъ этого примбра видно, что выборъ едивиць есть дало условное, 
но необходимо ихъ выбирать такъ, чтобы уравнешя, связывающйя раз- 
личныя величины, удовлетворялись. Такъ: въ примфрь настоящаго пара- 
трафа можно было произвольно выбрать двЪ единицы (длины и силы), но 
тогда третья единица (массы) должна. быть выбрана уже такъ, чтобы 
уравнеше (14) удовлетворялось. 

$ 17. Различные типы задачъ на прямолинейное движене точки. При 
изолфдоваши прямолинейнаго движешя точки встрфчаются задачи глав- 
нЪйшимъ образомъ двухъ типовъ: 1) По данному уравненю движешя 
опредфлить скорость, ускореше и силу, производящую это движеше. 2) По 
данной силЪ найти ускореше, скорость и уравнене движев!я. 

Залачи 1-го типа рфшаются весьма просто дифференцированемъ. Рф- 
‘шене это можеть быть представлено въ общемъ вид сафдующимъ об- 
разомъ. 

Дано уравнеше прямодинейнаго движен!я по оси иксовъ 


лома о (15) 
Отсюда по (6) получаемь дифференцироваемъ скорость 
о аа . (16) 
Дифференцируя еще разъ, получимъ по (8) ускореше 
У А Е ечи ки . (7) 
Помножая на массу, получимъ по (11) силу 
Ис оаы . (18) 


*) Сила тяжести увеличиваеть скорость падающего тЬла въ каждую се- 
Енду на величину, равную ‹981 сантиметр въ секунду>. 


мк — 


Примпрь Т. Опредфлить скорость, ускореве и силу въ прямолиней- 
вомъ движени, выраженномъ ураввешемъ 


д = ав -- Е + и 


мые == —- = За? -2м-е 


‚_ 9% 
УЗВ = ви 


а 
Х=пт ба =т (6+ 35). 
Оказывается, что въ этомъ движен!! сила Х съ течешемъ времени 
измЪвяется. 
Примпръ П. Опредфлить скорость, ускореше и силу въ прямолиней- 
номъ движени 
= + ис. 


Находимъ: — ах акс 
(а 
4х 
Че 2а 


Х=пт ее — Зат. 

Здфеь сила, дЪйствующая на точку, оказывается величиною постоявною, 

Перейдем къ задачамь 2-го типа, ршающимся ивтегрировавемъ и 
разомотримъ прежде всего тая задачи, которыя сами по себф имфють 
большое значеше. На этихъ задачахъ мы познакомимся еще съ вЪкото- 
рыми основными понямями механики. 

$ 18. Общ способъ рьшеня задачъ 2-го типа. Задачи 2-го типа, то 
есть так!я, въ которыхъ по данной силь Х ищется ускорене, скорость м 
и ураввеше движен!я, рфшаются интерированемь дифференщальнаго 
уравненя движешя: | 


2 8 
Х=зв вые - „> 2 
а именно: ускорен!е находится, согласно (10а), по формул: | 
3 
ее В особа ссС (20) 
Затьмъ по формуль (9) и (20) имфемъ: 
Хх _% 
аа Е баф (21) 
`Интегрируя это уравнене, получаемъ скорость г. 
Далфе по (6): 2 


. 22) 


==. Б. =— 


Интегрируя его находимъ х какъ функщю времени, то есть искомое 
уравнене движеня: 
ЗЕЯ Е: .. а 
$ 19. Движенше тяжелой точки, падающей въ пустотЬ. Представимъ 
себф, что въ началь координать 0 расположенномъ на небольшой (не 
болфе километровъ 10) высот отъ земной поверхности находится тяже- 
зая точка массы т. Въ нфкоторый момевтъ, отъ котораго будемъ считать 
время, предоставляемъ точкф свободу падать подъ вмявемъ своего вфса 
(то есть подъ в1явемъ земного притяжения). Опредфлить движеше точки 77. 
ЗдЪсь дана дЬйствующая сила — вфсу падающей точки. Эта сила 
постоянная *). Вфсъ точки массы т по (13) равенъ то. Слёдовательно, 
избравъ ось иксовъ по вертикали внизъ оть начала 0, имфемъ: 
2х 
Х=т=ття Изя р Вам 


или, согласно (21): х= = 


я Л 94 = = 4е. 
Интегращя введегь произвольное постоявное с, такъ что по интегри- 
`ровани получимъ: 


. (25) 


дааа АЕ Гы. 
Это произвольное постоянное опредфаяется изъ начальныхь данных, 
з именно, согласно услошямъ задачи, при # = 0 скорость › равняется 
вудю. СлЪдовательно (26) для начала движев!я имфеть видъ: 
ь 9.О-е=о0, 

9ткуда: бт, 
Но в постоянное. Слфдовательно, если оно равно 0 при начал дви- 
жен, то и въ течени всего движеня оно равно нулю. 
Поэтому (26) принимаеть видъ: 

о. ЕЕ © 
Скорость паденя точки ны времени, 


Затфмъ (22) даеть: о=и=® Е я Эка 208) 


Сорин. 


*} Еслибы точка издала съ высоты много большей 10 километровъ, то 
бы имть дло съ перемфиной силой, потому что притяжене землею 
по мьрЬ удалешя оть нея точки. До высоты 10 километров (вы- 
самыхъ высокихъ горъ) можно пренебречь измьнешемъ вса, зависящимъ 


‘разстояшя точки оть земли. 


СЕ: 


Интегращя введеть произвольное постоянное с,. По интегрировани 
получимъ: а 
я +а=2 со >. (29) 
Опредфлимъ с, изъ начальныхь данныхь. При {=0 точка находится 
въ началВ 0, слЬдовательно х = 0 при { = 0. Вставаяя въ (29), полу- 
чимЪ: 
9.0 


2 


в =0, 
откуда: 
с, = 0. 
СлЪдовательно (29) имфемъ видъ: 
2 = и И . (30% 


Этс и есть искомое уравнене движешя. 

Задача, какъ и всякая задача этого типа, потребовала двухъ инте- 
грирован!. Каждое интегрирован!е ввело произвольныя пестоянныя, кото- 
рыя опредфлены были изъ начальныхъ данныхъ. Ускорев!е въ этомъ дви- 
жены есть величина постоянная 9 = 981 мет. Скорость, какъ 
это видно изъ (28), пропорщюнальна времени. Такое движенше называется 
‘равномтренно-ускореннымъ, 

$ 20. Изслдоваше движеншя тяжелой точки, падающей въ пустот. 

Изь уравнев!я (30) находимъ, что пути, проходимые точкою отъ на- 
чала координалъ, будутъ *) 


въ концф 1-ой секунды 2, = 
› 2-0 > 
» 3-ой „ => "= 


» 4-ой › в = 


Слфдовательно: 
въ течени 1-ой секунды точка проходить 2, = 490,5 сантиметр. = Е 
5’ За ^ь 5 ‚5 = = р 


*) Урави. (30) въ полномь видЬ таково: 


981 


#= 


@ [сокуида} = 9" жи. 


ЕМЕСИЯ 
РНЕ : 


въ течеше 3-ей секунды точка проходить 2, — 2, = 2452,5 


» 4-ой » В > т. — =, = 3433,5 


Изъ (30) и изъ 1-ой таблицы настоящаго параграфа ви 
проходимые падающею точкою отъ начала, при ея равном 
номъ движенш, пропорщональны квадрату времени протекшему отъ на- 
чала движешя. Изъ таблицы 2-й настоящаго параграфа видно: 2) пути, 
проходимые точкою” въ теченш ряда посафдовательныхь секундъ, пропор- 
‘шональны послфдовательнымъ нечетнымъ числамъ 1, 3, 5, 7, 9, 11, 13.... 

Изъ (28) находимь скорости, которыми падающая точка обладаетъ 
въ различные моменты: 

въ начал движеня и, =0 


въ концф 1-ой секунды о, = 981 сантиметръ въ секунду 


2» 2-0й » 2=1962 сантим. въ секунду 


> В ь 


$ 21. Работа. Работою Т, которую производить сила, дЪйствующая 
свободную точку, называется произведеше: 


ОВО 


РР на путь, пройденный точкою въ разсматриваемое время. 

Если точка не свободна, а принуждена двигаться по опредфленному 
(напримфръ, если она заключена въ прямолинейной трубкЪ) и если 
направлена по пути, проходимому точкою, то работа тоже выра- 
произведенемъ Ри. 

Если же направлене пути составляеть съ направленемъ силы уголъ 
10 разсуждаемъ такъ: разлагаемъ силу Р на силу р, направленную 
‘аути, и на силу 9, перлендикулярную къ пути. Сила 4 только при- 
точку къ тому, что препятствуеть ей сойти съ пути; двигаетъ 
ЗочЕу только сила р равная проложеню Рс0зф силы Р на направае- 
пути. Слфдовательно въ этомъ случа: 


Т=фь а 
» путь пройденный точкою въ разсматриваемое время или 

Е 3. о) 
© получимъ формулу (31). 
общее опредфленше работы таково: работою называется произ- 
жуты $ на проложеще Р 00$ ф дъиствующей силы Р. 
© Лезове._Курсь теоретической мехавики. Ябеск 

\1 : : 


= ЧЕ = 


Примтрь 1. Работа силы тяжести ту при прохождени падающею 

точкою пути (х— 2.) равна: 
тд (+ — 2). 

Примтрь 2. Работа силы тяжести "о при прохождеши падающею 

точкою разстояня 2 равна: 
тд. т. 

$ 22. Единицы работы. За единицу работы обыкновенно принимаютъ 
килотрамметуръ. Киллотрамметром» называется работа силы равной въсу 
одною килорамма на пути равномь метру, проходимомь точкою по на- 
правлению этой силы подь исключительнымь ея вмяшемз, 

Въ абсолютной С. (. 5 систем единицъ за единицу работы прини- 
мается эргъ. 

Эрломь называется работа силы равной одному дину на пути рав- 
номь сантиметру, проходимомь точкою въ направлени этой силы. 

Мы видфли въ $ 13-омъ, что разифръ единицы силы таковъ (№1/Т-?), 
Слфдовательно изъ (31) заключаем", что размфръ единицы работы таковъ, 

ИТ] 
1000000 эрговъ называется «мешариз», такъ что: 
мегаэргь = 10% эргамъ 
10 мегаэрговъ называется «джауль», такъ что: 
джауль = 107 эргамъ. 


К о 
$ 23. Мивая сила. Произведеше "массы на половину квадрата, 
скорости называется живою силою. 


Живая сила = = ети (34) 


$ 24. Уравнеше живой силы. Во многихъ случаяхъ (въ какихъ имен- 
но—будеть указано впослдетвш) оказывается вфрнымъ уравнен!е, назы- 
ваемое уравнешемь живой силы и заключающееся въ томъ, что работа 
‘равна приращеню живой силы 
__ т те 
Т=5-— у ан зе 2 (35) 
ГД фи в, скорости въ каше либо два момента. 
$ 25. Уравнеше живой силы въ движенм точки, падающей въ пустотЪ. 
Пусть ©, и в. суть скорости въ моменты &, и & (то есть въ моменты, до 
которыхъ протекло время &, и {› отъ начала времени). Приращеше жи- 
вой силы за разсматриваемый промежутокъ времени (, —(, будетъ: 
т _ т 
2 Вы 
Работа, совершенная силою тяжести за это время будетъ: 
Т = т (2: — <). 


— — 19 -— 


Для сравненя этихъ величинъ выразимъ и ту и другую чрезъ {. На 
основан (28) имфемъ: 
9 = 
00 = 9% 
Слфдовательно: 


те? тр? _ тд? 
С 


На основани (30) имфемъ: 


«=. 
Оу ору) полны (87) 
‘Сравнивая (37) съ (36) видимъ, что: 
т = =- м 


Уравнен!е живой силы оправдывается въ движени падающей точки. 

$ 26. Нькоторыя поясненя поняйя «работа». Впосафдетйи ($ 139) 
мы увидныъ, что уравнеше живыхъ силъ оправдывается для всфхЪ силъ 
природы. Во многихъ случаяхъ недоразумфвя, возникающя по поводу 
зовяЦя «работа», устраняются, если припомнимъ, что работа равна при- 
‘ращеню живою силы. 
Такъ напримфръ опредфлеше килограмметра, какъ работы произво- 
при поднят!и одвого килограмма на одивъ метръ, встрчающееся 
мвогихъ руководствахъ, не совсфмъ точно. Дйствительно, работа, силы, 
щей одинъ килограммъ на высоту одного метра зависить еще 
‚ того, съ какимъ ускорешемъ она его поднимаетъ. При такомъ под- 
ва массу килограммь дЪйствують двЪ силы: поднимающая Ри сила 
ту. Если эти силы равны, то поднвмаемая масса будеть (со- 
1-му закону Ньютона) двигаться равномфрно подъ ваявемъ с0- 
начальной скорости, такъ какъ равныя и противоположныя 
Ри тд взаимно уничтожаются. Въ этомъ случаз работа подни- 
силы въ точности равна отрицательной работЪ силы тяжести и 
саЪдовательно, той положительной работь тяжести (взса 1 кило- 
}. которую тяжесть производить при падени массы одного кило- 
происходящемъ на протяжени 1-го метра высоты, и потому въ 
равна килограмметру. Но если сила Р больше тяжести одного 

то поднимаемая масса будеть подниматься съ ускоренемть и- 
при подняти одного килограмма на 1 метръ равная =. — =: 


зазасфть отъ того, до какой скорости у, доведено будетъ подни- 
Тыю по проходф одного метра. 


ры 


Вар, — 


Въ случаф равномфрнаго движешя подняя х, =, и работа сово- 
купности двухъ равныхъ и противоположныхь сидъ Ри 4 равна нулю, 
ибо 

той — 
а. 


Въ случаЪ неравномфрнаго подвяйя ея 


5 —^5_ не равна пулю: ра- 
бота силы Р не равна работВ силы эту и сафдовательно не равна кило- 
грамметру. 

Иногда силу тд разсматривають какъ сопротивлеше, побъждаемое 
силою Р. Но всякое сопротивлене есть тоже сила и несравненно удоб- 
вфе вводить всЪ сопротивленя какъ силы, тогда будемъ всегда приво- 
дить движене къ движению свободной точки и не будемъ вводить ника- 
кихъ выражен, страдающихъ неопредфленностью. Тогда; работа сово- 
купноети всфхъ дЪйствующехъь на точку силъ (въ томъ числ и сопро- 
тивлен!й) при равномърно-прямолинейномь движени точки всегда равва, 
нулю по 1-му закову Ньютона. 

$ 27. Мощность. Не надо смёшивать съ понямемъ «работа» понят 
«мощность». Слабый двигатель можеть произвести вЪ течени большого 
времени такую же большую работу, какъ и сильный двигатель въ течени 
малёго времени. Величина, опредфляющая способность двигателя произ- 
водить данную работу 6% теченти данназо времени, называется мощностью, 
Мошность равна работъ производимой двизателемь въ единицу времени, 

Въ практической механикЪ за единицу мощности принимается лоша- 
диная сила или паровая лошадь обозначаемая такъ ИР, отъ англскаго 
олова Нотзе Роууег = лошадиная сила. 


НР = 15 кизограмметровъ въ секунду .... . (38) 


Обыкновенная крестьянская лошадь, при 8 часовой работь въ сутки, 
даетъ нфеколько меньше, именно около 60 килограмметровъ въ секунду. 
Средней силы человфкъ, при работВ по 8 часовъ въ сутки, можеть дать 
около 1 НР. 

«Паровая машина въ 5 паровыхъ лошадей» (иди въ 5 лошадиныхь, 
силъ) значить: паровая машина, способная производить работу по 5. 75, 
то есть по 375 килограмметровъ въ секунду, то есть можеть поднять 
равномфрнымъ движешемъ в» течене одной секунды или 315 килограммъ 
на высоту 1 метра, или 25 килограммъ на высоту 15 метровъ, и такъ 
далфе, — вообще можеть в» течени секунды произвести работу равную 
поднятию такого вфса р на такую высоту й, что 


р.В№ = 315 килограмметровъ. 


Такая машива можеть вх течении п секундь произвести * . 315 килограм- 
метровъ работы. 


РН 


Въ С.6.5 систем единиць за единицу мощности принимается 
мощность машины, способной произвести одинъ эр» работы въ секувду. 

Вь физикЪ, особенно въ электротехникЪ, весьма распространена 0со- 
бая единица мощности уатт» (изи ваттъ). Уатть это мощность, даю- 
зая 1 джауль въ секунду. 

Уатть = джауль въ секунду = 10" эрговъ въ секунду = 0,102 кило- 
грамметра въ секунду. 


1 
Слфдовалельно:  уаттъ = 6 паровой лошади. ..... . (39) 


786 

$ 28. Движене точки брошенной вверхъ въ пустот. Приложимъ ска- 
занное въ предыдущихь параграфахъ въ весьма интересному примфру: 
изслфдуемь движене точки брошенной вертикально вверхъ съ данною 
еБоростью г, и находящейся подъ дЬйствемъ земного тяготъв1я. Задача, 
эта выражается боле точно въ слфлующихъ словахъ: по данному уско- 
`реншю 0 земного тяготЪн!я и по данной скорости +, направленной вер- 
тикально вверхъ, найти движене точки, полагая что т есть масса точки 
и что точка брошена въ моменть { =0, оть котораго считаемъ время. 

Примемъ за начало координать ту точку пространства, изъ которой 
зыбрасывается точка ‘2. Возьмемт, ось 2 по вертикали вверхъ. Сила тя- 
въ настоящемъ случа, ва основан и (10), равна 


че НИ 


Она дЪйствуеть по вертикали, во въ сторону отрицательныхь г. Ни- 
друмя силы на точку ж не дЪйствуютъ. 
Поэтому точва т не сойдеть съ оси 2. На основанйи (12) имфемъ 


=== 

а РАЯ 
48 = — 944. 
Де=-я и 

ен оне 1) 


= постоянное интеграции. Опредфляемъ его изъ начальныхъ давныхъ: 
#— 0 скорость г =; слфдовательно въ начальный момевтъ (42) 
зидъ: 
9, = О-а.. 
6; = 9. 
въ теченш движеншя (42) имфеть видъ: 
=> .... 2 зачот 2488) 


195: — 


Но по (6) скорость равна производной оть пути по времени. Слдо- 
вательно: 


42 
+= 
или 42 = — 9 -+ вай 


Интегрируя находимъ 


Даня Гань и 


ЕЯ чо. . о) 


то есть: 


тдВ с, постоянная интеграци. Опредфляемъ ее по начальнымъ данвымъ: 
при # =0 по услов!ю & = 0. Слфдовательно при (=0 уравнеше (44) 
‘аетъ: 

даеть: т 


Поэтому, въ течени движеня, (44) имфеть видъ: 


= — 


я 
ой. И. 2308 


Воть какой видъ имфеть уравнене изсафдуемаго движеня. 

Опредфлимъ наибольшую высоту, до которой поднимается точка. Иначе 
говоря, найдемъ максимумъ для 2. Дая этого приравняемъ вулю произ- 
водную по Е оть правой части уравненя (45). Получим: 


#5 — и = 0, 
откуда: т - 
{= ‘9 = времени подняця ло наибольшей высоты. 


Вставимъ эту величину т. виЪсто & въ (45), получимъ: 


Е в. се о 
2 шахип. = 0. 9. 5. 
9 9 


Назовемъ наибольшую высоту поднятёя буквою №. Тогда: 


В во? 
2 шахии. ==... 

29 
отвуда ое Оы оси, (41) 


Формула (46) опредфляетъ высоту наибольшаго поднятя брошенной 
точни по данной начальной скорости *.. 

Формула (47) опредфляеть ту начальную скорость, съ которою надо 
бросить вертикально вверхъ точку въ безвоздушномъ пространств, чтобы 
она поднялась на высоту й. 

06% эти формулы имфють весьма важное значене въ механик. Урав- 
неше (47), въ примфнени его къ движению жидкости, называется фор- 
мулою Торичелли. 


ах 


При большихъ начальныхъ скоростяхъ величины, вычисляемыя по 
формуламъ (46) и (47), значительво разнятся отъ тёхъ, кая получаются 
дая движеня точки въ воздух, который оказываетъь сопротиваене дви- 
женю; но при небольшихъ начальныхъ скоростяхъ эти величины мало 
отличаются отъ получаемыхъ для движеня въ воздух$. 

$ 29. Потенщальная функшя. Для всфхъ силъ природы существуютъ 
тая фувкщш (” (оординатъ движущейся точки), производныя которыхъ 
по этимъ координатамь равны проложенямъ силы на оси коордиватъ, 
такъ что: 


9 

Е 

9 о 

Е Печ а косо, БОВ 
0, 

Г = 


Такая функцию называется нотеншальною или силовою. Напри- 
фъ, въ движени точки брошенной вверхъ ($ 28), потенщальная функ- 
равна 

а ен.) 


‘проложен!я силы тятотьн!я на оси равны: 


=°-=0 за аАзААЬДЯ 


$ 30. Законъ сохраненя живой силы. Во всфхъ тЪхъ случаяхъ, когда 
свободна (когда ея движеше ничБуъ не стенено) или когда она 
ена двигаться по поверхности или лини не измфняющимъ своей 
„—существуеть законъ; живая сила равна суммъ потеншальной 
и м постоянназо количества: 


т 


АЕ: ры” оеЫЕ) 


этоть провфряется на всфхъ существующих наблюденяхъ, 
кавъ (есть функщя только координать 2, у, 2 точки, то (51) 
„ что при возвращен въ прежнее положеше живая сила 
величину, которую имфла при предыдущемъ прохождеши 
это положев!е. Поэтому законъ, выражаемый формулою (51), назы- 
завономъ сохравен!я живой силы. 

и мы подробнфе остановимся на этомъ законЪ, а пока про- 


= 96. = 


вфримъ его существоване на разобранномъ въ $ 28 движенш точки бро- 
шенной вверху. 


Въ этомъ движени какъ мы указали при формул (49): 
Я — гс побеак (52) 


Выразимъ (7 чрезъ время, подставляя въ (52) выфето 2 его выражение 
чрезъ & данное формулою (45). Получимъ: 


г т ( * то + —— . (53) 
Выразимьъ теперь живую силу = чрезъ { пользуясь формулою (43). 
Получимъ: 


ти? _т тр? тд? В Е 
(ие — ты"... . (64) 
Сраввивая (54) съ (53) получимъ: 
те? ы то? 
м еее (55) 


Но при данной начальной скорости у, послфдн!Й членъ уравнешя (55) 
постоянен: слфдовательно (55) иметь видъ (51). Законъ сохраненя 
живой силы оправдывается въ разсматриваемомъ движени. 

Вставляя въ (55) вмЪсто [7 его величину — 702, получимь: 


то? _ то? 2 
о со (56) 


Эта формула (56) ясно показываеть, что всяк разтъ какъ КООрииВтЬВ 


прИобрЪтаеть ту же величину, какую имфла прежде, такъ и живая сила Е 
прюбрфтаеть прежнюю величину. Когда, напримфръ, при восходящем 
движен!и брошенная точка была на высотв 2 —= Н, то по (56) живая 
сила была 


Когда, опускаясь внизъ, точка придеть опать на высоту Н, то живая 


сила, согласна (56), опять сдфлается равною = — тн. 


: то 

$ 31. Законъ сохранешя энерци. Живую силу ->_ называють также 
кинетическою энериею движущейся точки. 

Величина же 

О ева ток знань (57) 

тд С, есть нфкоторое постоянное, называется потеншальною энериею 
движущейся точки. 

Сумма энерги потеншальной и кинетической называется полною энер- 
ею движущейся точки. 


ЕЕ, Е. 


Опредфлимъ такое постоянное С,, чтобы 
С,—С,=С 
Тогда изъ (51) получимъ 


=йЙ-С,—С, 
: 
пли уе =0, ние зы В) 


Это уравнеше согласно съ опредфаешемтъ величины (57) показываетъ, 
зто сумма кинетической и потеншальной энерни движущейся точки есть 
величина постоянная. Другими словами: полнал энерии движущейся точки 
есть величина постоянная. 

Въ этомъ состоитъ самое простое выражеше знаменитаго закона со- 
‘храненя энерми, о которомъ подробифе будетъ сказано впосафдетви. 

По тому—какъ мы его вывели—видно, что законъ сохранен энерми 
‘тождественъ съ закономъ сохраненя живой силы. 

Уравнеше (58) показываеть, что съ увеличешемъ кинетической 
рги потенщальная уменьшается (и обратно), но измфнеше обфихъ 
ий происходить такъ, что сумма вхъ остается постоянною. 

Въ движени точки брошенной вверхъ, напримфръ, съ подняшемъ 
уменьшается у, слфдовательно уменьшается кинетическая энермя 
„ Но зато потенщальная энерия (С, — (0), равная (С, + 2192), уве- 
вается. Въ нисходящемъ движен!и дфло происходить обратно. Но въ 
моменть полная энерМя, равная сумм энергЙ кинетической и 
иЧальной, иметь одну и ту же величиву. 

Ваосльдстви мы увидимъ, что и уравневе живыхт силъ представляеть 
тотъ же законъ сохранен!я энерми, выраженный только въ другой 


$ 32. Гармоническое прямолинейное движене. Чрезвычайно важное 
де имфетъь прямолинейное движеше, производимое точкою подъ дВй- 
иритяженя къ неподвижной точ5ф пропорщюнальнаго разстоянио 
ся точки отъ неподвижной притягивающей точки (центра при- 
'). Это движев!е называется зрямолинейнымь зармоническимъ. До- 
сказать, что въ такомъ движеши ваходится частица свтоваго 
хонець камертона, точка колеблющейся струны, чтобы дать по- 
какое важное значене имфеть это движене въ физикЪ. Изслфдуемъ 
ве. 
й есть притяжеше оказываемое цевтромъ притяженя на раз- 
равномъ единицф. На разстояни х притажене будеть Ах. При- 
еатръ притяженя за начало координать; возьмемъ ось д по пря- 
щей въ какой-либо моменть центръ притяжен!я съ двигаю- 
точкою. Когда 2 положительно, то притяжене направлено противо- 


= 


положно направлению возрастав!я иксовъ. Слфдовательно проложеня дЪй- 
свующей силы ва оси будутъ: 


Хх=—№ 
У=о 
8 =0. 


Если точка не получаеть никакой начальной скорости, а прямо изъ 
состоя я покоя подвергается притяженю къ началу координатъ, то дви- 
жене ея будетъ прямолинейнымь и можно ограничиться раземотрьшемъ 
только 1-го изъ только-что написанныхь уравнев!й. Согласно (11) диф- 
ференщальное уравнеше движен!я будеть таково: 


4х а 
пв=—№#=Х О (59) 
ы ГД 
Положимъ, для краткости: т==” О. . (60) 
4х 
Тогда (59) приметь видъ: за с о а (61) 


Общ интегралъ этого ураввен!я будетъ: 
д = 400$ (пё) + Взт(т....... . (62) 
Интегрироване производится по теорйи линейныхъ уравнен!й съ по- 
стоянными коэффищевтами *). Но, и не будучи знакомымъ съ этою т6о- 
‘ею, можно убфдиться въ справедливости формулы (62) дифференцируя 
ее два раза и приходя такимъ образомъ обратно къ (61). 
Изь (62), согласно съ (6), имфемъ: 


® = Е —= — "Аз (п) + пВ 008 (т) ..... (63) 


Положимъ, что въ начал движен!я, при # = 0, притягиваемая точка 
находилась на разстояви 2, оть вачала координатъ и скорость ея была 
равна нулю. Слфдовательно: 

2 = 460$(0) + Взт (0) =А 
В = 0 согласно съ (63) 
и уравнения (63) и (63) имфють видъ: 
а РОО к 4. : (84) 
в = — иж 5 (пё) 

Формула (65) можеть быть получена также изъ (64) простымъ диф- 
ференцировашемъ. Уравнене движешя выражается формулою (64). 

Разсмотримъ, для уяснешя гармоничесваго движеня, довольно про- 
стую задачу, приводящую къ тому же движению. 


*) Штурмъ. Анализъ, $ 584. 


а 


$ 33. Геометрическое представлене прямолинейнаго гармоническаго 
движеня. Представамъ себф (фиг. 1), что нфкоторая точка № движется 
по данной окружности, описавной радусомъ а изъ центра О, равномфрно, 
т. е, такъ, что въ равныя времева проходить равныя дуги по направле- 
вю движеня стрлки часовъ. Изслфдуемъ движене точки М, служащей 
‘основашемъ перпендикуляра, опущеннаго изъ № на нфкоторый даметръ 
ной окружности. Не трудво видЬть, что, при равномфрномъ движев!и 
ки № по окружности, точка М будетъ двигаться взадъ и вперед, по 
етру. Изучимъ подробифе это дважен!е точки №. Будемъ отсчатывать 
мя отъ того момента, когда точка 2/ 
ходить чрезъ 0, двигаясь въ напра- № 
ви ОВ. Обозначимъ чрезъ 3 тотъ уголъ, М 
рый составляется радусомь ОХ съ 

идикуляромь ОС возставаеннымъ изъ и 
ЕъЪ даметру АВ. и В 
Время 7, въ течен!и котораго точка 
 описываетъ одинъ разъ полную окруж- 
вазывается пергодом»ь СлЪдовательно 
течен!и одного перода точка № про- 
путь 2ха равный длинф данной Фиг. 1. 
юсти. 
начая чрезъ 2 разстояше ОМ точки № отъ центра, имфемъ изъ 
ьника ОММ: 


ЕТ. | Аба За НМАЕНЕТУМИ |) 


течени времени { точка № проходить дугу а8; въ течении вре- 
ТТ она проходитъ окружность 2та. Слфдовательно, при равном фрномъ 
точки № по окружностя 


. (67) 


. (68) 


=." (2. т) „Зооикев 5, 434780) 


аково уравнев!е движен!я точки 2. Въ немъ два перемфнныхъ 
Фдъ же Т’ есть величина постоянная для даннаго движен!я. 

бтдемъ отсчитывать время отъ того момента, когда точка М 
въ вБакомъ-нибудь положеши №5 (фиг. 1), то получимъ слф- 
замъ уголь СОМ, чрезъ В,, уголъ СОМ чрезъ В, уголъ 
#, полагая, что въ течеши времени { точка № проходить 


4: — 


дугу №М. Тогда вмфето (67) будемъ имфть: 
и 0 
Изъ чертежа видно, что В = В, + В. 
Вставляя эту величину въ (66) получимъ: 
жа №) о. че (71) 


Вставляя сюда. выфсто 8’, его величину опредфлевную изъ (70), по- 
лучимъ: 


х=а. “(т + *) са та (12) 


Наконець если будемъ отсчитывать время отъ того момента, когда 
точка 1/ находится въ В, то есть, когда ь=1, то изъ (72) получимъ: 


2=в. (т). ме. . (13) 


Сравнивая эту формулу съ (64), видимъ, что (64) принимаеть видъ 
(73) если положить 


® =а 
2" 
и моение: (14) 


СлЪдовательно точка, совершающая гармовическое движене подъ дьй- 
стйемъ притяженя къ притягивающему цевтру, пропорщовальнаго раз- 
стоянйю отъ этого центра, движется таБъ, какъ точка № — проекщя на 
даметръ точки № равномфрно движущейся по окружности, 

Обыкновенно время отечитывають въ гармоническомъ движени отъ 
прохожден!я точки чрезъ притягивающйй центръ и потому движене вы- 
ражаютъ уравненшемъ (69). 

Крайнее разстояне а, на которое удааяется точка № оть центра, 
называется амплитудою гармоническаго движеня. 

Время Т полнаго колебашя называется (какъ мы уже сказали) ие- 
родом. 

Угол, В называется фазою. 

Уголъ В, называется начальною фазою. 

$ 34. Графическое изображенте прямолинейно-гармоническаго движеня. 

Пользуясь уравнешемъ (69). 


= (=) ре: СИ АК (69) 


гармоническаго движешя возьмемъ систему прямоугольныхь координатъ 
и примемъ время # за абсциссы, а разстояшя х за ординаты кривой, 


т. ЕЕ 


выражаемой уравнешемъ (69). Получимъ синусоиду (фиг. 2), которая 
наглядно изображаеть законы гар- х 
моническаго движеня. Необходи- 

мо при этомъ имфть въ виду. 

что эта синусоида не предста- 

ваяеть с0б0ю траектори гармо- 

ическаго движеня, которая пря- + + 
жолинейна. Синусонда эта пока- 0 т 

зываетъ только, какъ, съ тече- 

Шемъ времени измфняется раз- 


етояне точки, отъ притягивающаго 
Черт. 2. 


35. Кинетическая энерМя гармоническаго движеня. Дифференцируя 
нен!е (69) получимъ: 


36. Потенщальная энергия гармоническаго движеня. Согласно (59) 
Я-А... .`. НЙ 


иальная функща будетъ (согласно $ 29) такова, что произво- 
10 х равна Х. Согласно (77) производная потенщальной функщи 
зазжза быть равна — йх. СлЬдовательно потенщальная функщя 
такова: 


" . 
п=- = +5. $ криз выра) 


 востоянное интеграцш. Но при 2=0, согласно съ (177) проложене 
Сазловательно, при х=о потенщальная функшя 0 =0. Слфдова- 
еснован!и (78), постоянное С = о. 

}} пыфемъ: / = ти?. Вставаяя сюда вмфсто й его величину изъ 


Вставаяя эту величину въ (78), въ которомъ 


т. 41? 


р 


#2: 


— 30 — 


Слфдоватезьно потенщальная энермя, на основави (57), будеть: 
Эттаа? 
Т 
$ 37. Полная знерИя гармоническаго движеня, Въ $ 31-мъ мы видфаи, 
что полною эвермею называется сумма энерг!Й кинетической и потенщаль- 


ной. СлЬдовательно, на основав!и выводовъ $55 35 и 36, получамъ для 
полной энерми гармоническаго движев!я величину: 


потени. энерг. = С, 


та? . 2=? 


7? 


полная энергия 


или, по приведен: 


полная энермя — 3—0, ИРИ. 


Впосафдстви мы увидимъ, что полною энермею измфряется способность 
данныхъ силъ въ данной систем производить работу: чВмъ большая ра- 
бота можеть быть произведена силами яЪйствующими въ данной систем 
точекъ, тьмъ больше полная энермя системы. 

Изслфдуя полную энер ю гармоническаго движен!я, происходящаго въ 
систем состоящей изъ движущейся точки и изъ центра притяженя, за- 
мфтимъ, что при амолитудв равной нулю, то есть при а = о никакой 
работы не можеть быть произведено силами системы, потому что въ этомъ, 
случаз движущаяся точка находится въ центр притяженя и уже ни- 
куда не притягивается; предполагается также, что она не подвержена ни- 
какимъ внфшнимъ вмянямъ, то есть на нее не дфйствуютъ никакя силы 
Бром притажен!я къ центру и она не получаеть никакихъ начальныхь 
скоростей. Поэтому, при а=о, полная энермя = 0. Сафдовательно С, —0, 
и окончательно получается для полной энерми гармоническаго движеня 
такое выражене: - 

полная эвермя = —— ....... . (80) 


— величина, какъ и слЪдовало ожидать, постоянная для даннаго движе- 
ня, то есть при данномъ а. Это надо понимать такъ: если мы отведемъ 
точку отъ центра притяжен!я на разстояне а и затЪмъ предоставимъ ей 
двигаться подь вляшемъ притяжевя этого центра, то полная энермя ея 
будетъ величина постоянная: въ каждый моментъ она будетъ имть одну 
и ту же величину. Чфыъ дальше точка находится въ такомъ движен!и отъ 


центра (чЪмъ больше абсолютная величина 2) т5мъ больше ея потенщальная 


о Эткаая аа 
энермя и и тТЪмъ меньше ея кинетическая энермя ее ре. 


. Этх?а? 
По сумма этихъ энермй постоянно равва —",”. 

$ 38. Движене конца гибкаго прутика. Если зажать конець тонкаго и 
тибкаго (напримфръ стального) прутика въ тискахт, а зат6мъ отклонить сво- 


бодный конецъ А прутика отъ положенйя равновфейя, то извфстно, что упру- 


и 


пя силы прутика, стремяцйяся привести его опять въ позожен!е равно- 
вфая, пропоршюнальны разстояню конца А оть его положеня равно- 
въоя. Поэтому если затёмъ оставить двигаться прутикъ подъ вмящемъ 
силъ упругости, то конець А будеть двигаться такъ, какъ будто бы онъ 
притягивался къ своему положен!ю равновфоя съ силою пропорщональною 
его разстоявю оть этого положен!я. Слфдовательно если первоначальное 
отклонеше достаточно мало для того, чтобы дугу описываемую точкою А 
можно было принять за прямую, то конець А будеть совершать гармо- 
ническое движеше. Явлене это будетъ искажаться сопротивлешемъ воз- 
духа въ томъ смысль, что амплитута будеть уменьшаться, колебашя 
будуть «затухать» и прутикъ довольно быстро придетъ въ состояше покоя. 
Но всетаки его движеше въ течеши одного полнаго колебан!я можно 
разсматривать какъ гармоническое. 


ГЛАВА ИП. 
Криволинейное движен!е точки. 


$ 39. Уравненше движен!я точки. Траеитор!я. Если даны уравнен!я: 


#=/(0 
И Ще . (81) 
=} 


въ которыхъ 2, у, & суть координаты движущейся точки, а стоящйя въ 
правыхъ частяхъ функцш даны явно, то движен!е точки вполнЪ опредф- 
дено этими уравнев!ями, потому что по нимъ мы знаемъ, гдЪ въ какое 
время находится точка, такъ какъ они дають ея координаты для каж- 
даго задаваемаго значения {. 

Если мы исключимъ время { изъ этихъ уравненй, то получимъ два 
травнешя, въ которыхъ перемфнными останутся только координаты 2, у, 2. 
Эти два уравнев!я представятъ собою кривую, служащую геометрическимъ 
стомъ всфхъ тхъ точекъ пространства, чрезъ которыя проходить дви- 
жущаяся точка. Такая кривая (такой путь), проходимая точкою въ ея 
лважени, называется траектортею движущейся точки. 

Примпръ. Опредфлить траектор!ю точки по уравнешамъ движения: 

2 = Вс0з(® . 1) 
у = Взт (в) сори к (82) 

АЕ | 
'Возводя въ квадрать и складывая первыя два изъ этихъ уравнен!й и 
во внимаве 3-е уравнеше получимъ тав:я уравнен!я траектор!и: 
э+уи=Е | 


2=0] 


АЕ ЗУ ИВ 


=> 388 = 


Изъ нихъ мы видимъ, что траекторйя представляеть собою окруж- 
ность описанную раллусомъ В около начала координатъь въ плоскости 
(=, у). Данныя уравнешя движеня (82) показываютъ, что, при # = 0, 
должно быть 2 — А; у==0; 2==0. Значить время считается отъ момента, 
прохожденя точки чрезъ пересфчене круговой траектори съ положи- 
тельною осью иксовъ. Изъ уравненй (82) видно еще, что уголъ, со- 
ставляемый съ осью иксовъ радусомь, проведеннымъ въ движущуюся 
точку въ концЪ времени #, равенъ ‹ё. Слфдовательно дуга, проходимая 
точкою въ течени времени {, равна Ёе!— она пропорщюнааьна вре- 
мени; слфдовательно въ равные промежутки времени точка проходить 
равныя дуги. Такое движене называется равномърнымь движешщемь по 
окружности. 

$ 40. Скорость въ криволинейномь движенми точки. Пользуясь анали- 
зомъ безконечно малыхъ, мы принимаемъ безконечно малый элементь 45 
траектори за прямолинейный и движен!е по этому элемену за равном р- 
вое. Прилагая къ такому движению формулу (6), получимъ для скорости 
криволинейнаго движения формулу: 


48 


=. . (84) 


Итакъ: 60 всяком» движенти точки скорость равна первой производной 
оть пути по времени. 

$ 41, Изображение скорости векторомъ. Скорость, которою обладаеть 

лвижущаяся точка въ ковцф времени { изображають, проводя касательную 

къ траекторш въ той ея точкЪ, гдЪ въ этоть моментъ ваходится движу- 

щаяся точка, и откладывая на этой касательной въ сторону движешя 

* векторъ, длина котора- 

то содержитъ столько 

единицъ длины, сколь- 

с Бо скорость точки, со- 

отвЪтствующая этому 

моменту, содержитъ 

А единицъ скорости (фи- 

2 гура 3). 

$ 42. Проложеня 

скорости на оси но- 

Фиг: 4. ординать. Уравненя 

движеня (81) можно 

разематривать какъ три отдфльныя уравненя движеня проложен 4, В 

и С движущейся точки на оси координатъ (фиг. 4). Именно: х = /(0 

уравнеше движеше точки 4; у — Ё(1) уравнеше движеня точки В; 

==$(1) уравневе движевя точки С. Каждая изъ точекъ 4, В, С с0- 

вершаеть прямолинейное движен!е по той оси координатъ, на которой она 


5 52 


находится. Примемъ такя обозначев!я: 
©, = скорость точки А 
т, = скорость точки В 
©, = скорость точки С 


(здЪсь ®„ напримфръ, есть буква © со значкомъ 2, а не произведен!е). 
Для прямолинейвыхь движев!Й эти скорости, по формул (6) суть: 


45 

Зе СЕ а: 

., = кс. (85) 
а: 

= 


Эти уравнев!я выражають, что при всякомъ движени точки скорости: 
ея проложевй А, В, С раввы первымъ производнымъ оть соотвфтствен- 
выхъ коордвнать движущейся точки по времени. 

$ 43. Теорема о скоростяхъ проложен. Скорость г самой движущейся 
точки направлена по элементу 4 траекторш. Слфдовательно проложешя 
этой скорости на оси координатъ будуть: 


р. 8. =. 8 =, 
р. (в = о. 49.9, . - (86) 
С ЕВЕ НВ 
Итакъ: аа == 
©. 608 (х, у) = ее. РЕ (87) 
в . 608 (0, =) =, -& 


Эти уравненя (87) выражають слфдующее: Теорема: проложенйя ско- 
‘фоети движущейся точки равны скоростям» проложешй этой точки, 
то есть: проложешя скорости © точки т (фиг. 4) равны скоростямъ то- 
чекъ 4, В, С. 

И тв и друмя равны первымъ производнымь отъ соотвфтственныхь 
координать по времени, какъ это видно изъ (86). 

$ 44. Опредфлеше скорости движущейся точни по даннымъ уравненямъ 
движения. Возводя, почленно, уравнены (87) въ квадрать и складывая, 

Делоне.--Курсь теоретической механики. = 3 


25 3 == 


=, 5 0 =? = (=) (#)- (= | ... (88) 
Отеюда: у 


Радикалъ этотъ всегда берется со звакомъ --. О направлен же ско- 
рости скажемъ въ слфдующемъ параграфь. 

Формула (89) даетъ возможность по даннымь уравнешямъ движешя 
найти скорость о движущейся точки, потому что, дифференцируя уравне- 
вя по # найдемь производныя и; р; вставляя же ихъ въ (89), най- 
демъ 5. 

Пояснимъ это на томъ же равномфрномъ движеши по окружности, ко- 
торое намъ служило примфромъ въ $ 39. 

Примпрз. Найти скорость по уравневямъ движеня (832)? 

Дифференцируя эти уравнешя по #, получимъ: 


и. 
а; 


4 с р 

Ж=б— В. 9. (© 

ры . . , (90) 
Ш= +В. . 003 (#0) бис (90) 
42 

@ 


Витавляя въ (89) получимъ: 
и = ИЕ: [502 (0) -+ с05? (&0)] = Вю ..... (91) 


$ 44. Направлеше скорости въ криволинейномъ движени точки. Изъ 
(87) и (89) слфдуетъ: 


[а 4 
608 == С и т т | 
и) (2) = (а) 

‚ ИР 

оз (в, у) к и . (92) 
У 
4 4 

60 (в, =) С: | 


РРР 


ий == 


Эти формулы опредфляють косинусы угловъ наклонев!я скорости къ 
осямъ координатъ, которыми опредфляется направлен!е скорости. 

Пояснимъь приложеше этихъ формуль на томъ же примфрв равно- 
мфрнаго движеня точки по окружности. 

Примпръ. Опредфаить направлеше скорости по уравнешямъ движешя 
(82)? 

Дифференцируя уравнешя (82) по { получимъ выражешя (90); вста- 
вляя вхъ въ (92), получимъ: 
— Во. эт (®) _ 


с0з (в, 2) = о — 5 (6) 

сонце) = 29:9 60 (ы) 

03 (к, #) =0 

или 
0$ (к, 2) = — эт (1) 
зт (5, 2) = с0з (в) нтв в ока 09 
60$ (к, 2) =0 
Припоминая, что 

60$ (90° -+ $) = — эт 


$т (90° + $) = - с05? 

видимъ, что уравнешями (93) показывается периендикулярность скоро- 
сти ® къ радусу. Это впрочемъ ясно и само по себф, потому что ско- 
рость въ этомъ движевши направлена по касательной къ окружности, а 
касательная къ окружности перпендикулярна къ радусу. 

$ 45. Успореше въ криволинейномъ движени точки. Положимъ, что 
кривая ММ’ (фиг. 5) представляегь собою траекторшю точки М; МУ 
<корость въ конц времени #; МУ’ ско- 
рость въ ковцф времени #-+ А, когда 
‘точка приходить въ М’. 

Проведемъ №М'У, равную и параллель- 
ную вектору МУ. Соединимъ У, съ У’. 

Вектеръ Т,Т’ называется полным» 
зеометрическимь приращенемь скорости. 

Отложимъ на МУ” отъ точки М’ длину Фиг. 5. 
МР равную скорости МУ. Векторъ РУ’ 
называется приращенемь скорости по величиню. Векторъ Т.Р назы- 
вается приращенемь скорости по направлентю. Чфиъ менфе А&, тмъ 
‘болфе уголь У,РУ’ стремится приблизиться къ прямому. Изъ прямо- 
‘угольнаго треугольника 7,РУ’ имфемъ: 

т.г =ИФРУ ОВ 


то есть: полное геометрическое приращене скорости равно зеометриче- 
3* 


— 6 — 
ской суммъ приращеня скорости по величин» и приращеня скорости по. 
‘направлению. 
Предфлъ т (2%) 
4:20 \ АЁ 
отношения полнаго геометрическаго приращения скорости къ А! называется 
ускоремемъ въ криволинейномъ движени. Итакъ: 


й 
ускореше = Тай таг ) 5 А (94) 
&1=0 
Это есть то самое, что Ньютонъ во второмъ основномъ закон® механики 
называеть измфнешемъ движеня. 

По мЪрВ приближешя ДЕ къ нулю (если разсматриваемъ все меньший 
и менышй путь ММ’) разсматриваемъ точку 2М’ все ближе и ближе къ 
точкф М. ВыфетВ съ этимъ полное геометрическое приращеше У,’ ско- 
рости стремится къ опредфленному направлено, которое и принимается 
за направлен ускореня. Ускореше изображается векторомъ, выходящимъ 
изъ точки №, имфющимъ сказанное предфльное направлеше и дливу 
равную 


$ 46. Теорема о проложеняхъ ускорешя. Обозначимъ чрезъ 2, у, = 
координаты движущейся точки №. Припоминая, что скорость МУ напра- 
влена по элементу 4 траекторш и что косинусы угловъ, составляемыхъ 
элементомъ кривой съ осями координатъ, соотвфтственно равны: 
4х, ау. 4 
@&’ 4’ 
заключаемъ, что координаты конца У скорости будуть: 


4% . ау. 42 
МУ; + М; + МТ. ц,. ме (5% 


Но МУ изображаетъ у васъ скорость, которая по (84) равна о. Под- 


ставляя въ величины (95), вмфсто МУ, эту скорость, найдемъ, что коор- 
динаты точки У соотвтственно равны: 


51:8. р ау. ц-@ 42 
ГО Г 
или 4х [ 4: 
2+; у; ЕЯ . (96) 


Координаты точки У,, велфдстые равности и параллельности векто- 
ровъ МУ и М’У,, будуть равны координатамъ точки У, приращен- 
вымъ на (, Фу, =, то есть будуть равны: 


4 ы ау . 4: 
2+ щ + 41; У+ж + И . (97) 


— 31 — 


Координаты точки У’ равны координатамь точки У, приращеняымъ 
на дифференщалы этихъ координатъ, потому что У’ есть та самая точка, 
въ которую приходить У, когда { обращается въ # 4. Итавъ, коорди- 
ваты точки У’ суть: 


Но проложен я вектора У,У’ на оси координать должны быть равны 
разностямъ соотвфтетвенныхъ координатъ его концовъ. Мы получимъ эти 
проложеня, вычитая (97) изъ (98). СлЪфдовательно проложешя вектора 
Г.Т’ на оси координать будуть: 


2 4 14 
а 2; а Е а Г 
или 
@х , Фу, а р 
р 48 чи а... (99) 


Таковы проложеня полнаго геометрическаго приращен!я скорости на 
оси координатъ. Дфая ихъ ва 4, получимъ согласно опредфленю (94) 
проложен!я ускорешя на оси координатъ. Итакъ, проложеня ускореня на. 
си координатъ соотвфтственно равны: 

Фх. Ру Фе 
Че} че а... (100) 


Но эти величины представляють собою, на основанйи (9), ускорешя 
проложенй 4, В, С (фиг. 4) движущейся точки на оси координатъ. Та- 
кимъ образомъ мы получили слфдующее: Теорема: проложеня ускоренй 
‘равны ускоремямь проложенёй движущейся точки. 

$ 47. Центростремительное и тангенщальное ускореня. ИзвЪстно, что 


а Ш. 


Помножая и дьля на 45 стоящую подъ знакомъ 4 часть числителя дроби, 
стоящей въ правой части этого равенства и самую дробь, получимъ: 


ВН 
в аа 


ге 4 @` 


@2х 


Это можно, обозначая скорость чрезъ ®, написать еще слфдующимь 


образомъ: ‚ ( =) ) 
В ААВ 
а — 8 : 

Производя въ дЬйствительности указанное здфсь дифференцироване про- 
изведешя ‘дз -# ПО 8, ПОлучимъ: 

Ре 42 4, 92 

аа 8 '4` 45: * 
или, переставляя множители и измЪняя видъ одного изъ нихъ помноженемь 
и двяешемъ на 4 и замфною › чрезъ = 


Припомнимъ, что косивусы угловъ а, В, 1 составаяемыхъ элементом 
43 съ осями координать выражаются формулами: 
4х а 
2; 958 ы 
и что косинусы ^, р, у угловъ, составляемыхъ радусомъ кривизны р съ 
осями координать выражаются формулами: 


са =, сов “У, бо... (109) 


а 
т 
а? 
Соне Да т.о. (103) 
422 
608 У =р. —— 
Ра 
Вставимъ въ (101) вмбето = и Е величины опредфляемыя изъ (102) 
и (103), 
получимъ: 425 _ @ - 603 № 
аа — че 608 а -- 0? . . 


Подобныя же формулы можно получить дая г и 4. Сопоставаяя эти 
формулы вмфстб, получимъ: 


Фх _ @ 22 008% 
ав = ‘ар * “989 -® ря 
Фу _ @ 203 № 
ЕЕ ВР = а: , (104) 
Ф2 4 608 У 


ИРУ. И 


Эти формулы показывають, что полное ускорене есть геометрическая 
= 
сумма двухъ векторовъ й направленнаго по касательной и ” направлен- 
наго по нормали. Эти векторы носять тавя названия: 


г — танменциальное уравнене. ...... (105) 
Ра : 
г = нормальное или центростремительное ускореше .. (106) 


Называя буквою 7 полное ускореве и припоминая, что, какъ мы это 
сейчасъ видфаи, оно представаяеть собою геометрическую сумму ускорен!й 
тангенщальнаго и нормальнаго, выраженныхь формулали (105) и (106) 


заключаем, что: Е 
=и (=) Е оьае 0) 


$ 48. Опредфлеше ускоренмя по даннымъ уравненямь движения. По 
даннымъ уравнемяхъ движевя: 


#=1/(0 
у=Р() ПАК . (81) 
2=$ (0 


легко опредфлить двукратвымъ дифферевцировавемъ вторыя производныя 
отъ Боординатъ по времени: 

Чх. Фу а 

42’ а’ @' 


которыя суть ускореня проложенй на оси координатъ движущейся точки, 
Но эти же вторыя производныя, на основан! теоремы $ 46-го суть про- 
ложешя ускорешя / движущейся точки на оси коордиватъ, такъ что: 


: ь 4х 

5. 603 (1, =) = ав 

| 2 4? 

Е (108) 
4: 


7. 003 (4 2) = цв 
Отсюда сльдуеть: 
х т\? зу 428 
=У 4) - (=) + =) Аа (109) 
Опредёливъ изъ уравнен!й движеня вторыя производныя отъ коорди- 
натъ по времени и вставивъ ихъ въ (109),—получимъ величину ускоренйя- 


— 40 — м 


| 
|- 


Этими формулами и опредфляются косинусы угловъ наклонен!я уско- 
ревшя къ осямъ координатъ. 

$ 50. Ускореше и его направлене въ равномфрномъ движении точки по 
окружности. Мы уже неоднократно разсматривали это движеше въ каче- 
ствЪ примфра. Посмотримъ, каково ускореше въ этомъ движени и какъ 
оно направлено. Первыя производныя оть коордиватъ по времени нами 
уже выведены въ $ 43 подъ нумеромъ (90); дифференцируя ихъ еще 
разъ, получимъ: 


$ 49. Направлене ускореня. Изъ (108) слфдуеть: 


Си 
НИНЕ 
ВЕ У ры (=) з 


508 (3, #) = 


: — — Вю. 60$ (в!) 


—1 = — В®?. 5 (в) о (111) 


Ветавляя въ (109) получимъ: 
1 = У ая [с0з? (в) + и? (6] = Ав. 


Итакъ ускореше въ равномфрномъ движеви точки по окружности 
опредфляетея формулою: 
+=”. (112) 


Оно не измфняеть величины скорости, но измфвяетъ ея направлене— 
загибаеть въ окружность траекторию, которая безъ этого ускорен!я была 
бы, по первому основному закону Ньютона, прямолинейна. Уже самое это 
обстоятельство указываеть на то, что ускореше это направлено не по 
касательной къ окружности. Посмотримъ, какъ же оно направлено. Встав- 


а 


ляя найденныя вторыя производныя изъ (111) въ (110), получимъ: 


воз (1, 2) = ее. = — 008 (&/) 
воз р) = Ио 60 в (ыд 
60$ (1, 2) =0 
или 603 (7, 2) = — 20$ (в) | 
о оо (113) 


Въ параграфЪ 39 мы видфаи, что (1) есть уголь составляемый съ 
осью иксовъ радтусомъ, направленнымь изъ ценгра окружности въ дви- 
жущуюся точку. 

Изъ тригонометр!и же извфстно, что 


с0з (180° -+- $) = — 608$; эт (1809 + $) = — в 9. 


Сафдовательно формулы (113) показывають, что въ равномфрномъ 
движен!и точки по окружности ускореве направлено къ центру. 

Можно опредфлить величину и направлеше ускоревшя въ разсматри- 
ваемомъ движеши иначе, именно по формуламъ (105), (106) и (107). 
Сдфлаемъ это. 

По (91) скорость въ этомъ движеви равна В. Слфдовательно 

4 _ а (В). 
@& в 


Нои Ви ® постоянны; слЪдовательно: 


Итакъ, въ равномфрномъ движен!и по окружности тавгенщальное уско- 
реше равно нулю: скорость ве измфняется по величинЪ, отчего и движе- 
н1е это называется равномфрнымъ. 

Для опредфлешя, даваемаго формулою (106) нормальнаго ускорешя, 
замфтимъ, что радуеъ кривизны окружности равенъ ея радлусу В. Зам%- 
няя въ (106) р чрезъь В, величину же г чрезъ ®В (по формуд$ 91), на- 
ходимъ, что нормальное ускореше въ равномфрномъ дважени по окруж- 


ности равно “> иди: 


Зная что ® 2:0; * — Вэ? вь разсматриваемомъ движенш, полу- 
чимъ по формул (107) } = В®? совершенно согласно съ (112). 

$ 51. Сила и ея проложентя на оси координать. Зная массу точки т 
и ускореше 7 опредъаяемъ, на основави 2-го основного закона Ньютона, 


Ге 


силу Р, подъ дЪйстыемт, которой точка движется, по формул® 


Мы видфли, что проложев!я ускорея на оси координать равны 
=: ; В 2 (формулы 100). Слфдовательно, проложеня Х, У, 7 силы 


Р ва оси координать опредфляются по формуламъ: 


ах 
С 
а 
о (117) 
. @?2 
ар 


Можно сказать, что (117) представляютъ собою самыя важныя фор- 
мулы механики. ОяЪ позволяють по данной сил опредфлять движеше 
двукратнымь интегрировашемъ, подобно тому какъ мы это дфлали въ 
прямолинейномь движенш. Но формулы (117) годятся и въ томъ случа, 
когда траекторя оказывается криволинейною. Эти уравненйя (117) назы- 
ваются дифференщальными уравненями движев!я свободной точки. 

$ 52. Движене точки брошенной въ пустот наклонно къ горизонту. 
Покажемъ, какъ устанавливаются въ опредфленной задачЪ дифференщаль- 
ныя уравнен!я движешя данныя 65 общемь видъ въ (117) и какъ двой- 
нымъ интегрировавемъ получаются конечныя уравненя движеншя, на 
примЪрЪ движен!я точки брошенной подъ угломъ къ горизонту и движу- 
щейся затЪмъ подъ вмявемъ силы земнаго таготн!я. Мы не будемъ 
входить въ разсмотрьше влявя, оказываемаго сопротивлешемъ воздуха, 
и потому будемъ изелфдовать движен!е точки въ пустот. Движеше точки 
въ воздухв мало будеть отличаться отъ разсматриваемаго, если началь- 
вая скорость не велика. 

Примемъ начальное положене тяжелой точки тж за начало коорли- 
ватъ. Плоскость (2, 2) изберемъ такъ, чтобы она проходила чрезъ на- 
правлене начальной скорости и чтобы горизонтальная ось иксовъ соста- 
вляла съ начальной скоростью острый или прямой (но не тупой) уголъ. 
Ось = возьмемъ по вертикали вверхъ. На точку, получившую начальную 
скорость хо направленную подъ угломь ф къ оси иксовъ, дЪйствуеть 
только постоянная сила—тоу тяжести, которую мы беремь со знакомъ 
(—), потому что, при нашемъ выборь осей координатъ, сила тяжести 
направлена въ сторону отрицательныхъ 2. Это число—тю и будеть 
представлять собсю проложев1е дЪйствующей силы на ось 2; проложешя 
же ея на оси иксовъ и игрековъ равны нулю, такъ какъ сила тяжести 
составляетъ съ этими осями прямые углы. Слфдовательно въ разсматри- 
ваемомъ движени дифференщальныя уравнев!я (117) примуть видъ: 


0; т т“. с.’ В 


Постоянныя интеграции с,, с,, с, опредфлимъ по начальнымъ данннымъ. 
Именно: въ началь движевя проложешя начальной скорости ©. были: 


(лени, 


Изъ сопоставленя этихъ уравненй съ (119) при { = 0 видимъ, что 
Ср == 40 608 $; 6; = 0; с; = %0 5% $. 


Подставляя эти значен!я постоянныхъ въ (120), получимъ: 


4 Г. а Е 
о В: 


Интегрируя эти уравнен!я, получимъ: 
=. 55608 ф - < 
= 6 


21.6. 09+, 


Опредфлимъ постоянныя интегращи су, с», с, изъ начальныхъ данныхъ. 
При { =0 мы имфли: 
&=0; у=0; #=0. 
Слфдовательно, на основав! (122): 
би — 0; ©, = 0; с, =0. 
Поэтому (122) обращаются въ 
=. . 003$ 
У= 


Воть каковы конечныя уравнен!я разсматриваемаго движения. Второе 
изъ нихъ показываетъ, что траекторя лежитъ въ плоскости (2, 2). Для 
опредфлен!я траектори исключимъ { изъ остальныхь двухъ, получимъ: 
922 ` 


а тг 


Опредфлимъ координаты 2, 2 точки высочайшаго поднята. Для этого 
приравняемъ (какъ это дфлается при опредфлени максимумовъ) произ- 


о 
водную отъ правой части (124) нулю. Получимъ: 


2... 
а от 
Отсюда соотвфтствующий наибольшей величин зеда иксъ будетъ: 


90? . зт $ . 05 ф и 
9 
Вставляя эту величину, вмЪсто 2, въ (124), получимъ: 


и Ф 


“| 
| 


Я 
Перенессмь начало координать въ точку (2, 2) высочайшаго подъема. 
Отарыя координаты выразятся чрезъ новыя (2”, 2') такъ: 


мы 
= . Яиф . с05 
Е нра 2 


5 
Е НА 
= = 9 ?. 
Ветавляя въ (124), получимъ: 
ТРЕЕ МЕ 
# 5 20°. 608? ф й 
9 20° 
ых №... (125) 
Полагая 20°. 08 ф 


— 2р въ (125), получимъ: 


в =—Зр. г... ме `` 

Итактъ, траектор!я, представляемая уравнешемь (126), есть парабола, 

съ вершиною въ точкф 2 наивысшаго подняйя и съ осью направленною 
вертикально внизъ (фиг. 6). 

2, Опредфлимъ дальность полета ОА, 
то есть разстояв!е отъ первоначаль-_ 
наго положеня точки до пересфченя 
параболы съ осью иксовъ. Полагая въ 
(124)2=0, получимъ для иксадва зна- 
ченйа: вуль, соотвтствующий началь- 
ному положен движущейся точки и 


2 
Ме зир.ф = 04 


или а 
Фиг. 6. ва 5 ат (29). 

Такъ какъ =, при данной начальной скорости +, есть величина 
постоянная, величина же $2 (2$) привимаеть наибольшее значене при 


и” ЗЫ 


$=45°, то слфдовательно, при движени точки въ пустот, наибольшая 
дальность полета получается при наклонени начальной скорости къ го- 
ризонту въ 45°. 


Центральныя движен1я. 


$ 53. Общя свойства центральныхь движенй. Изелфлуемъ движене 
свободной точки, притягиваемой или отталкиваемой неподвижною точкою, 
вазываемою центромъ притяжевя или отталкивав!я. Такя движев!я на- 
зываются центральными. Если точка не имфла начальной скорости, то 
она ваправится въ центру притяжевя; но если она имфла начальную ско- 
рость, ваправленную не по прямой соединяющей ее съ центромъ, то дЪло 
будеть происходить иначе и траекторйя можеть быть криволинейною. Къ 
разряду центральных движен! относится и движен!е планеть и кометъ 
около солнца, служащаго центромъ притяженя, потому что разстоян!я 
между планетами и солицемъ столь велики сравнительно съ даметрами 
этихъ тВлъ, что и солнца и планеты могуть быть разсматриваемы какъ 
матерьяльныя точки. 

Положимъ, что точка т притягивается неподвижнымъ центромъ, на- 
ходящимея въ началф координатьъ. Въ случаЪ притяжев!я на точку тж 
дЪйствуеть сила Р, направленная къ началу координать О. Въ случа» 
отталкивашя на точку т дфйствуеть сила направаенная по продолженю 
рад/уса-вевтора От. Еели будемъ разсматривать и притяжешя и оттал- 
кивавя, то направлеше силы Р’ будеть опредфаяться уравнен!ями: 

= у 2 т 

608 (Р,1) = =}; сов (Ру ==; в (Р, г) ==, . (127) 

тдф чрезъ г обозначенъ радуст-векторъ От. Здфеь знаки (—) соотвЪт- 

ствуютъ притаженю, знаки (--) отталкиван!ю. Если же будемъ считать 

самую силу Р отрицательною въ случа притяжен!я и положительною въ 

случаЪ отталкиваня, то въ (127) можно удержать только знакъ (+). 

Дифференщальныя уравнев!я движен!я получимъ, на основан (117), 
въ виды 


х 4х 
ХЕР. (РР. т 
г М Е 
ЕР. 05 (РУ) =Р.=тТар = 2 598 
ь Е 2... 
2=Р. 9 (Р.Ю = Р-р 
Отсюда имфемъ: 
рта ти 1% 
т ха? уа ва 


или 4?у 42 
Ра ай Йа 
4? а? 
Е 2. = ЛЕ 129) 
47 4: 
ав *`ав 0 
Интегрируя эти уравненя, ваходимъ: 
ау 4х _ 
в Ст 
а 
у.“—,. Чо, о вериодаяоащ. (80) 
# 4 Е ИЕ 
обет ‘партой 


Умноживъ 1-06 изъ этихъ уравненй (130) на 2, второе на х, третье 
на у, сложивъ и сдфлавъ приведене, получимъ: 


Са -- сд 5 су = 0. еее (131) 


Это есть уравнеше плоскости, проходящей чрезъ начало координатъ. 
'Итакъ, траекторйя точки и лежитъ въ плоскости (131), проходящей чрезъ, 
центръ притяжен/я. 

$ 54. Занонъ площадей. Мы взяли направлеше осей координат со- 
вершенно произвольно. Примемъ плоскость (131) траектор!и за плоскость 
(2, У). Тогда будетъ: 


42 = 
2 =0; в=®, в =. 
Вместо системы уравнен! (130) получим одно уравнене: 
ау 4х _ 
2 Ув > ооо (132). 


Принимая ось иксовъ за полярную ось, начало О за полюсъ поляр- 
ныхЪъ координать (”, $), имфемъ: 


Дифференцируя это уравнеше, получимъ: 
4? ха4у—у@х 
= = те ЗСО (134) 


Но 659 =. Слвдовательно (134) приметь видъ: 


‘или 24) — у =т%Ф......... (135) 


оу, Зы 


Дифференщаль сектора равень площади безконечно-малаго сектора 
ОММ' (фиг. 1) и отличается на безконечно-малую величину 2-го порядка 
оть площади кругового сектора ОМВ, который, въ свою очередь, можеть 
быть принять за треугольникъ съ освовашемъ г 4 и высотою х. По- 
этому площадь сектора 04/1/'’ равна 57 или ее. Сравнивая съ 
(135) видимъ, что 

в ыы -* = дифферевщаль сектора. ... (136) 


Поэтому (132) можеть быть написано такъ: 


ОВ фе 

‘или 1249 =с4.... - (131) 

Эта формула такимъ образомъ показываетъ, - 

что во всякомъ центральномъ движен!и площади 

секторовъ описываемыя радусомъ векторомъ < 
0 
— 9. 


ъ 
$ 
< 


М 


пропорщональны времени. Въ этомъ состоитъ 
законь площадей: в» центральномь движени 
‘радйусэ-векторъ описываетъ в равныя времена 
равныл площади. 
$ 55. Скорость въ центральномъ движенм. На освован!и (88) имфемтъ: 
4х)? [4у\з__ (а) + (ау) 
2 и 
Е [= (а) Е... . а38) 
Формулы преобразовавя декартовыхъ координать въ полярныя таковы: 
#=г. 8$ 


Фиг. 


у=/. ту. 
Изъ нихъ находимъ: 
АЕ Майи 39) 
Чу = г. с0зф. ар + зтф . 4" 
Возводя эти уравнешя почденно въ квадратъ и складывая, получим: 
(42) + (ау)? = т (а) + (а) ...... (140) 
Вставляя въ (138), получимъ: 
2—7”. (@2)* + (@)* _ „|428, [4% 
ы = "(= =) 250% 
Но @ _@ 4 
@ 3 ш@ 


РЕ 


_ По закону площадей 72 фр = с @. Сяфдовательно! 


Вставаяя эту величину, вифсто (@, въ (142), подучимъ: 


‚= 
сд -е-А 


Это выражене скорости упростится, если введемъь перемфнное и —= 1 
Для этого придется положить: 


К реа = и) 
м" (а Е ; 
Тогда (143) приметъ видъ: 
а а 4и\з 
= ем (> Зкоаме пб (144): 
$ 56. Сила въ центральномь движени. На основанш (128) имфемъ: 
нЕ: 
вот Ащескя за ое (145) 
и ЗО 
тт @ 


Помноживъ первое изъ этихъ уравнен!й на 42, второе на @у и сложивъ, 
получим: 


Р.(гаг-нуац) тм и 42 
=42.-= ча”: - 


т г ЧЕ - 46) 


Извфетно, что выражеше хх -- уу получается при дифференци- 
ровани уравнешя 2*-+ у’ =”. Именно: дифференцируя его, получимъ: 


2а2--- у би — та... - 0 
Вставляя въ (146), получимъ: 
Р т 20а Ру 
т’; =“ +9 
или 
42 ау _ _Р 
+ р = шв С ЗВ (148) 


Но дЬвая часть этого уравневя (148) можеть быть получена дифферен- 


цированемъ величины: 
1 Га=\? гау\ 
з [& + (“) , 


о 


которая равна 1 (52). Сафдовательно изъ (148) получается: 


1 Р а“ 
29 = и: 
или Р и а( 
НЕС НН. с (149) 


Дифференцируя же по и уравнеше (144), получимъ: 
ГС: аа (1 __ 4и Фи 4 


49 49° Чи 
или 
а (в) _ Фи 
тВянй [ = «= 
Вставляя въ (149), получимъ: 
Р — — е?и? > Фи в 
м и? | и ана (150) 


$ 57. Кеплеровы законы. Кеплеръ, изъ своихъ собственныхъ наблю- 
деншй и изъ наблюден!Й своихъ предшественниковь замфтиль сафдующе 
законы въ движеши планетъ: 

1) Каждая планета движется по эллипсу, въ одномъ изъ фокусовъ 
котораго находится солнце. 

2) Площади, описываемыя радусами-векторами, проведенными оть 
солнца къ планетамъ, возрастаютъ пропорщовально времени. 

3) Квадраты временъ обращешя плаветъ относятся между собою какъ 
кубы большихъ осей ихъ траекторй (орбитъ). 

Покажемъ, какъ изъ этихъ кеглеровыхъ законовъ, выражающихъ про- 
сто результаты наблюдаемыхь фактовъ, вывести тотъ велик открытый 
Ньютономъ законъ, по которому оказывается, что всф’ тфла взаимно при- 
тягиваются съ силою пропорщональною массамъ и обратно пропорщо- 
нальною квадратамъ разстоян!. 

$ 58. Законъ площадей характеризуетъ центральное движене. Во-пер- 
выхъ покажемъ, что существоваше 2-го кеплерова закона (то‘есть закона, 
площадей) доказываетъ, что движеше планеты происходить подъ дфй- 
стыемъ притяжешя къ цевтру. (Теорема обратная къ высказанной въ 
$ 54-омъ). 

Если движеше точки подчиняется закону площадей, то, согласно ска- 
занному въ $ 53: 


ау ея 

ЧЕ с наен 

@= 

%—2 т Е С ов Е (151) 
98 зао 

@ ды» 


Н. Б. Дезове, —Курсь теоретической механика. 4 


Отсюда слфдуеть: : Фу Фе 5 
ара Чай: 
422 4 _ 
зп ®чв =: --:..-. (152) 
бир 


Отсюда слфдуетъ: 


ас у 42: 
Ве 
мг 5 — 9’ 


4х 
же 
а 
г О ... (853) 
Ф2 
ав = 12 


Возводя эти равенства почленно въ квадрать, складывая и припомвивъ, 
90 2 Ну? - #2 — 72, получимъ: 


(=) (== (=)= р 35) 
Изъ (153) и (164) слфдуетъ: 


„(ее ее 


я = т = т 3068) 


Но сила равна произведению массы на ускоренйе; поэтому и на осно- 
ваши (109) имфемъ: 


=) +)... (156) 


Но на основани (117) 


2х 
Р. 05 {Р, 2) =тцв 


Р. соз{Р, = Е (157) 


42: 
Р. св (Р, г) =тцв 


ЧС 


| 


се бЗаЕь 


Изъ (155), (156) и (157) сафдуеть: 
с0$ (Р, 2) = = 


оз (Р, у) = == 
сов (Р, 8) = 5. 


Эти послфдя три уравнешя показывають, что сила направлена по. 
радусу-вектору, исходящему изъ начала координатъ, то есть что движен!е 
происходить подъ вяшемъ цевтральной силы. 

$ 59. Выводъ закона ньютованснаго притяженя изъ законовъ Кеплера. 
Е первая часть великаго открыя Ньютона доказана; планеты дви- 
жутся подъ дЪйствемъ центральной силы. Остается доказать вторую чаеть: 
какъ дЬйствуеть эта сила? Согласно первому кеплерову закону планета 
движется по эдлипсу, въ одномъ изъ фокусовъ котораго находится солнце. 

Уравнене эллипса въ полярныхъ координатахъ таково: 


< р 
иг. о ое ЗН (158) 
Дфлая здесь подотановку 1 = = и, Получимъ: 
нау +е. м9) И ьитьстао (159) 
Дифференцируя, находимъ: 
Е зтф 
4 р 
ыя а ен (160) 
Е 


Ветавляя опредфляемыя по (159) и (160) величины ии Е въ (150), 
получимъ: 


2 2 
а еле ражеву— =. . 05 ф 
или на основани (158) 
ие с? (1-е. 008$)? 1 гы ет 
т г р 
Итакъ: т 
Г Е ее (161) 


сила оказывается притягивающею и обратно-пропорщональною квадрату 
разстоящя. 


Великое открые Ньютона подготовлено было цфлымъ рядомъ изслф- 
дован!й. Древше астрономы подготовили своими наблюден!ями богатый ма- 
4 


= бе 


тералъ для изслфдованя, но дая объяснешя движешя планетъ придууази 
кристальныя сферы и, предполагая, что планеты обращаются около земли, 
считали ихъ истинное движен!е весьма сложнымъ, Коперникъ (1473—1543) 
доказалъ, что земля и планеты движутся около солнца. Галилей (1564—1642) 
изслфдоваль движене падающихъ тфаъ. Кеплеръ (1571—1630) высказаль 
свои законы и наконець Ньютонъ (1642 — 1727) сдфлалъ свое великое 
открыме, окончательно разбившее кристальныя сферы древнихъ, пока- 
завшее, что закономфрность и устойчивость солнечной системы объясняется 
тЬмъ же тяготьн!емъ, которое служить причиною паденя тфаъЪ и открыв- 
шее широк!е горизовты въ дфлф изучев!я природы. Ньютонъ же (одно- 
временно съ Лейбницемъ) изобрфль дифференщальное иечислеше и всю 
механику подчиниль своимъ основнымъ тремъ законамт. 

Задача. Опредълить движене точки, притятиваемой матетальнымь 

Не трудно видфть, что движене будетъ происходить въ нфкоторой 
плоскости. Примемъ ее за плоскость (х, у). Уравненя движеня будуть: 


4х 
ав 


= — №2 


тдь в’ — коэффищевтъь пропоршональности. Для интегрированя этихъ 
уравнен!й положимъ: 


4 
= 
Тогда 1-0е изъ дифференщальныхь уравнен!Й задачи дастъ: 
24 _ 2. 
д8 ЕР 


Ивтегрируя это уравнене, получимъ: 


Отсюда: 


Или 


Интегрируя, получимъ: 
== в (1 — т) = а; 60$ (=) 
или # 
я = и 60$ (24) - В эт (№0) 


_ Подобное же уравнеше получимъ для у. Итакъ, уравнвеня движеня 


В 


въ конечномт видь будуть: 
1 = А 09; (в) + Взт (в) 
у = А 003 (6) -- В'зт (6) 


Дая нахождешя траекторш надо исключить изъ этихъ уравнений &. 
Для этого опредфляемъ сначала изъ нихъ: 


; _ Аз— Ау, 
= 0 — Ед 

_ Ву Вх 
А 


Возводя эти уравнев!я, почленно, въ квадратъ и сложивъ, получимъ: 
(А’х — ду + (Ву— В'): = (АВ — АВ’ 
(АЗ В)? + (АЗ В?) у—2 (АА! + ВВ') зу = (А'В' — АВ’ 
Это уравнеше траектор!и представаляеть собою эллипсъ, центръ кото- 
„раго находится въ начал координатъ, то есть въ центрё притяженя. 
Изъ уравнев!й движеня вт конечномъ видЪ замфчаемъ, что точка, воз- 
вращается на свое мЪето въ течеши времени ==. Итакъ, время Т 
полнаго обращеншя точки опредфляетея изъ формулы: 


и 
Г 


Интересно, каково уравнене живой силы въ этомъ движени. Дая на- 


хожденйя его помножимъ 1-0е изъ дифференщальныхь уравненй задачи 
на 42, второе на 4у и сложимъ. Получимъ: 


фт 4 
4х а у а = — № (242 +у4) 
| 4 (+) 
С 
т — в? (42 + у@у). 


Таково уравнеше живой силы. 
'Уравнен!е площадей, какъ и во всякомъ центральномъ движении, будетъ: 


72 4р = се 4. 


ГЛАВА Ш. 
Движен!е несвободной точки. 


$ 60. Несвободная точка. Если точка принуждена двигаться по какой- 
нибудь поверхности или по какой-нибудь лини, то она называется #еево- 


чи. — 


бодною. НапримЪръ: точка, соединенная съ другою неподвижною точкою 
помощью нерастяжимаго и несгибаемаго стержня, имфющаго массу весьма 
малую сравнительно съ массою разсматриваемой точки, принуждена дви- 
таться по иовертносети шара описавной около неподвижной точки радйу- 
сомъ равнымъ длинЪ стержня; точка, соединенная такими стержнями съ 
двумя неподвижными точками А и В, принуждена двигаться по сфер 
описанной около А и по сферЪ описанной около В, то есть по линь 
пересфчен\я этихъ сферъ. 

$ 61. Движене точки по поверхности. Изслфдуемъ сначала движен!е 
точки по поверхности, опредфляемой уравнешемъ: 


У Г) 


Если точка, принужденная находиться на этой поверхности, подвержена 
дфйствию силы Р, то, разлагая силу Р на двЪ силы, изъ которыхъ одна 
направлена по нормали, а другая — по касательной, замфтимъ, что сла- 
тающая Т, направленная по касательной, не будетъ давить на поверх- 
ность, но будетъ двигать точку т по поверхности. Напротивъ того нор- 
мальная слагающая № нисколько не будеть двигать точку, но будетъ 
обусловливать давлене точки на поверхнссть. Поэтому, при вычислени 
давлешя точки на: поверхность, мы должны брать въ разечеть только 
нормальное давлеше № 

Обращая же внимане на это давлеше можно свести изучене дви- 
женя несвободной точки къ изслфдованю движеня такой свободной точки, 
которая находится подъ дфйствемъ не только заданныхъ силъ, но еще и 
давлешя, которое производится на точку поверхностью и которое является 
противодЪйствемъ давлению, производимому точкою на поверхность. 

Обозначая чрезъ (—№) давлеше, производимое точкою на поверхность 
и слдовательно чрезъ № сопротивлеше поверхности, мы можемъ разсма- 
тривать точку какъ свободную, находящуюся подъ дЪйстйемъ заданныхъ 
силъ и сопротивленя №, которое остается пока неопредфленнымъ. Поэтому. 
на основаши (117) получаются сдфдуюцщия дифференщальныя уравнен!я 
движенйя. 


"АЕ Ех. 08 (№,9) 
паи ЕЕ Ы. (МИ т. 1) 
91 ИМ. (М, 5) 


Заключающеся въ этихъ уравневяхъ косинусы угловъ наклонев!я нор- 
мали къ осямъ координатъ опредфляются извфетными формулами диффе- 


ренщальнаго исчисленя по (162) такъ: 


РА | 
у 05 


у) = 6) =) 


08 (№, 2) 


603 (№, ) 


ая 2118 


У} (#1 (#) 


воз (№, 2) = И®= ПАЕТАЕАВЕТАН 
(== (5) + (2) 

Что же касается №, то эта величина подлежить исключению. Исклю- . 
чивъ № изъ трехъ уравнен! (163), получимъ два уравненя; присоеди- 
нивъ къ нимъ еще уравнеше (162) поверхности, получимъ всего три 
‘уравненя, которыхъ вполнЪ достаточно для выражен!я координатъ 2, у, # 
чрезъ время #. 

Примърь. Опредълить движене тяжелой точки, движущейся по по- 
верхности вертикальнаю цилиндра 2? -- уз — В? подъ вилнмемь силы тя- 
‘жести и начальной скорости у, сообщенной въ зоризонтальномь напра- 
влени, предполазая, что точка не можеть сойти съ поверхности ци- 
линдра. Ось = беремъ по вертикали внизъ. Здфсь уравнеше (162) имфетъ 
вВиДЪ: 


Туду =0...... (165) 
Вычисляемъ: ау а. р 
д: = 22; 9 кВ (166) 


Здъсь дЬИствующая сила есть тяжесть 24; ускорене, производимое ею, 
направлено по оси 2 и равно 9. Сафдовательно: 


Х=0 У=0 2—9. 
Поэтому уравневя (168) принимаютъ виду: 


Фх Ух 
И. . (167) 
Фу _ № 
чаду . (168) 


—. д@ных 


Исключая № изъ (167) и (168), получимь: 


427? 
Ув ав =. 
Интегралъ этого уравнешя таковъ: 
а 
О... . 470) 
Въ началь движенйя: 
р ‚ & ау 
УЕ: р; © В 
Вставаяя въ (170), получимъ: 
С=— Во. 
Сафдовательно (170) приметъ видъ: 
ах ВУ 1 
Ут = Во. зо ЗЕЕ 
Дифференцируя (165), получимъ: 
4 в 12 
щи +ущ = Е М: (172) 
Исключая г изъ (171) и (172), находимъ: 
бе а 
ДЕН” Дона 
или к 
а Ре 
(т +) т =— Ву 
или 
в & — — Уи 
Отсюда: 
ЕН 
УВ? —х 
Интегрируя, получимъ: 
1=В. 008 ) ИА ео. РУ (173) 
у=В. в (#) и 2. 09 
Интегрируя (169) и принимая т = 1, найдемъ: 
4: 
= и-о, 
4: 
При #=0 вмфемъ д; =0. 


Слдовательно: 4 


Е. 


Интегрируя еще разъ, находимъ: 


# = тает 
При { = 0 имфемъ 2 —= 0. 
= 2 
Слфдовательно: ч-& г во 2238, 2- ка) 


Уравнения (173), (174), (175) суть искомыя уравненя движеня въ конеч- 
вомъ видЬ. Изъ нихъ мы видим. что точка движется по выющейся лини. 

$ 62 Движен!е точни по линм. Если точка принуждена двигаться по 
лини, то есть по пересфченшю поверхностей: 


Лад =0] 
Е (р, у.) =0] 


то, обозначая чрезь № и № сопротиваешя, оказываемыя этими поверх- 
ностями, получимъ, подобно тому какъ получили (163), тая уравненя 


“таз = Х- №. 05 (№, 4) + №. 08 (№, <) 


тор = УМ. 628 (М, у) №. с08 (№, у) .: (177) 


72 
Е + №. 008 (№, 8) + №. сз (№, =) 

По исключеши № и № изъ (177), получимъ одно уравнеше. Прибавляя 
къ нему два уравнен!я (176), получимъ три уравневя, достаточныя для 
выраженя (х, у, =) чрезъ #. 

$ 63. РавновЪс!е нанъ частный случай движеня. Можеть случиться 
такъ, что нфсколько силъ, дфйствующихъ на точку, взаимно уничтожаются 
и точка находится въ равновфеи. Эго равновЪее будетъ статическимь, 
если точка не имфетъ начальной скорости; тогда она останется въ покоф, 
Равновфее будеть динамическое, если точка имфетъ начальную скорость; 
‘тогда ова будеть двигаться такъ, какъ будто никаыя силы на нее не 
дЬйствуютъ, ссли въ течеши движеня силы продолжаютъ уничтожаться. 

$ 64. Равновфее свободной точки. Свободная точка, слфдовательно, 
будеть въ равновфсш, если равнодфйствующая всфхъ силъ равна нулю. 
Это условйе соблюдается, если каждая сумма проложенй всЪхъ силъ на 
каждую изъ осей координать равна нулю. Поэтому уравнен!я равновЪс1я 
свободной точки таковы: 


2-56: -= 


$ 65. Многоугольникъ силъ. На основан и слфдетв!я, выведеннаго Нью- 
тономъ изъ его П-го закона ($ 3), равнодЪйствующая двухъ силъ АВ и 
АС (фиг. 8) равна дагонали АД) параллелограмма, построеннаго ва этихъ 
силахъ. Слфдовательно точка А находится въ равновфеш подъ дЪйств!емъ 
силь АВ, АСи АХ, изъ конхъ АД равна и противоположна равнодЬй- 
ствующей АД силъ АВ и АС. Изберемь какую-нибудь точку А 
(фиг. 9) и проведемъ 4’В' равную и параллельную АВ, В'П’ равную и 
параллельную АС. Соединивъ А’ съ Г’, замкнемъ треугольникъ А’В'П, 


с р 


называемый треуюльникомь сил». Очевидно А’О’—= АГ. Изь сравненя 
фигуръ видимъ: 1) замыкающая сторона А'Т’ треугольника силъ, счи- 
таемая (при непрерывномъ обход треугольника по его периметру) въ 
противоположную сторону, представляеть, по величинф и направленю, 
равнодфйетвующую силъ изображенныхъ остальными сторонами треуголь- 
ника; 2) точка находится въ равновфаи подъ дЬйстыемъ трехъ силъ, 
представляемыхь въ 
треуюльникъ силъ, по 
величин% и по напра- 
вленю его сторонами 
А’В', В'Т', Г'’А’, счи- 
таемыми въ одномъ на- 
правлени; 3) точка на- 
ходится въ равновзаи 
подъ дЪйстыемъ трехъ 
Фиг. 10. Фиг. 11. силъ тогда, и только 
тогда, когда треуголь- 

НиКЪ силЪ замыкается (когда его можно построить) (фиг. 9). 

Если на точку дЬйствуеть много силъ (фиг. 10), то можно было бы 
найти ихъ равнодЪйствующую послфдовательнымъ построешемъ параллело- 
граммовъ, но получился бы сложный чертежь. Проще можно поступить 
такъ (фиг. 11). Даны силы АВ, АС, АО, АР. Избираемъ произвольную 
точку -4’и откладываемъ отъ нея послфдовательно прямыя равныя и па- 
раллельныя даннымъ силамъ, такъ чтобы каждая послфдующая прямая 
шла отъ ковца предъидущей. Получимъ многоуюльникь силь А'В'С'О’Р. 


== 860. - = 


Если представимъ себЪ д1аговали проведенныя къ его вершинамъ изъ А’, 
то получимъ рядъ треуюльниковь силъ. Изъ указаннаго свойства треуголь- 
ника силъ слфдуетъ. 1) Замыкающая сторона А’Е многоугольвика, счи- 
таемая, при обходь периметра, въ направлени противоположномъ осталь- 
нымъ сторонамъ, представаяетъ, по величинв и по направлен!ю, равно- 
дЬйствующую АВ силъ, представляемыхъ остальными сторонами. 2) Точка 
находится въ равновфсш, если многоуголь- 

никъ силъ замкнутъ (фиг. 12 и 13). Надо обра- р 

тить вниман!е на то, с 

что на фиг. 10 и 11 р’ р’ 

дано 4 силы и мы В 
замыкаемъ треуголь- Я 

никъ равнодьйствую- А 

щею 4'Ё'. Тогда какъ 14 

ва фиг. 12 и 13 дано 

5 силъ и онъ самъ 

собою замкнуть. 5 

Ве т ея Фиг. 12, Фиг. 13. 
къ слфдующему. 

Правило Т. Любая сторона многоугольника силъ нзображаеть собою, 
по величин и направлен!ю, равнодЪйствующую остальныхъ силъ, если 
считается въ сторону имъ противоположную при обходв периметра. 

Правило 11. Точка находится въ равновфеи, если. многоугольникъ 
силъ оказывается замкнутымъ. 

Замфтимъ, что стороны многоугольника силъ могутъ лежать и въ раз- 
ныхъ плоскостяхъ, такъ что ати правила остаются справедливыми и для 
силъ не лежащихьъ въ одной плоскости. 

$ 66. Равновффе несвободной точки. Равновфсе несвободной точки 
какъ частный случай движен!я такой точки, опредфляется такими урав- 
неншями, которыя получаются изъ (163) или изъ (177), полагая въ нихъ 
вторыя производныя оть координать по времени равными нулю. 

$ 67. Общее услове равновфе!я, выводимое изъ начала возможныхъ 
перемфщенм. Равновфс!е несвободной точки можно изслёдовать, какъ это 
показаль Лагранжъ, другимъ путемъ, дающимъ болфе широк! и необык- 
новенно плодотворный взглядъ на дфло. 

Лагранжъ основалъ всю’статику (учен!е о равновфсш) на принцип 
возможныхь перемиъщение, который состонтъ въ томъ, что для равновъ- 
сёл необходимо и достаточно, чтобы элементарная работа была бы не 
болте нуля. 

Для приложен!я этого принципа достаточно разсматривать безконечно 
малыя перемфщен!я, которыя, благодаря ихъ малости, всегда могуть быть 
приняты за прямолинейныя. 

Положимъ, что прямая ти (фиг. 14) представляеть направлене ка- 


в 
В 


о 


кого-нибудь изъ возможныхь перемфщен!й точки 2%; такъ что тж можеть 
перемфщаться по ней только въ направленш тя, но не въ обратномъ ва- 
правленш. Положимъ, что тР представляеть собою равнодфйствующую 
Р войхь сидъ, приложенныхь къ точБВ зн. Разлагаемъь силу Р. на двЪ 
силы, изъ коихъ одна была бы перпендикулярна къ возможному пере- 

мфщеншо 45 по ти, другая же была бы направлена по 48. 
р Первая изъ этихъ сить не произведеть никакого 
й перемыщен!я точки т. Сида же направленная по 85 
Р будеть равна проложено силы Р на 88, то есть 

т, она будеть 
(Р.созР, 8%). 
Но и эта сила можеть произвести перемфщене 
Фиг. 14. точки. т только въ томъ случа, если она напра- 
влена оть # 5Ъ я, а это можеть быть только въ томъ 
случаЪ, если уголь Р съ 8з острый. Итавъ точка находится въ равнов*- 
си, если уголъ (Р, 88) тупой или прямой, то есть если 


воз (Р, 88) =0....... . . (179) 


Таково общее услоше равновфе1я, но Лагранжъ выразилъ его въ боле 
удобной формф. А именно, замфтимъ, что: 


с0з (Р, 88) = 60$ (Р, 2) ‚ оз (88, 2) + соз (Р, у) . еоз (88, у) 


+ 005 (Р, 2) . с0з (88, 2)... (180) 
и кромь того я ы 
евр; сз (08, 2) 5% 
29 8у 
соз (Р, =; 608 (88, => Забили 2% (181) 


605 (Р, г) = я 60$ (88, =) = Е 


тдВ 02, бу, 22 суть проложевя возможнаго перемфщеня 8. 
Поэтому (179) можетъ быть представлено въ видЪ: 
О Ди пре соьы 
РРР в 
Но Ри 48$ мы принимаемъ за величины положительныя. Слфдовательно 
изъ (182) вытекаетъ 
Хар -+ Убу-+ 250 ....... (183) 


Это и есть та форма, въ которой Лагравжь выразилъ общее услоше 
равновъея точки. 


= — 


Замфняя въ (180) косинусы правой части чрезъ ихъ выражения. дан- 
ныя въ (181) и помножая обЪ части на Р 45, получимъ: 


Р. со (Р, 8$). 88 = Хёт + Убу+7щ.. .. (184) 


Выражеше, стоящее въ лфвой части этого равенства, представляеть 
собою, на основаши (32), работу на пути возможнаго перемфщен!я 55. 
Эту работу на безконечно-маломт пути &з называютъ элементарною. Слф- 
довательно: 

Х. 4 -- Убу-н 24: = элементарная работа. 


Поэтому принцииь возможныхъ перемфщен!й: 
Хи Уу-+2=0........ (183) 


можеть быть выражень сльдующими словами: точка находится вь 
‘равновтеи, если элементарная работа дтйствующихь на нев силь не 
болие нуля. 

$ 68. Выводъ уравненй равновЪс!я свободной точки изъ общаго условЁя 
равновфе!я. Если точка свободна, то всяыя ея перемфщешя возможны. 
Сльдовательно для свободной точки величины 5х, бу, 82 совершенно произ- 
вольны. Но, при произвольности этихъ величинъ, неравенство (183) мо- 
жетъ существовать только въ томъ случаф, если стояпце при нихъ козф- 
фищенты равны нулю, то есть если: 


Х=0; У=0; 2=0...... . (185) 


Уравнен!е тождественныя съ (178) потому, что въ (185) Х, У, 2 суть 
продоженя равнодфйствующей Р всЪхъ силъ. 

$ 69. Выводъ, изъ общаго условя (183), уравненй равновфс!я точки, 
ноторая принуждена оставаться на поверхности. Если точка принуждена, 
оставаться на поверхности, то уже 42, ду, 2 не произвольны, и мы сей- 
часъ выведемъ зависимость, которая между ними существует. Разлагая 


1 (-н д, у ду, 2- 42) —/ (а, у, 2) 


въ радъ по формулЪ Тайлора и ограничиваясь первымъ членомъ ряда, 
колучимъ: 
1(е-бт, уд, 2+ 8) —У (т, у, д = 


Но оба члена лфвой части этого равенства равны нулю, такъ какъ 
точка, и въ начальномъ своемъ положении продвинувшись на возможное 
перемфщене, остается на поверхности. Слфдовательно и вторая часть ра- 
венства (186) равна нулю, то есть: 

1. 


9/ 
о Зе. 2: В 


—.- 6 — 


Воть какая зависимость существуеть между 02, ду, 62. Кром того 
мы имфемъ общее услове равновфейя: 


Ха Ум 2&=0....... . (183) 


'Помноживъ яфвую часть (187) на неопредфленный множитель ^ и сло- 
живъ съ (183), получимъ: 


(х-. =). ы + (7+2. ии (2. %). 82 =0. (188) 

ДвЪ величины изъ 52, ду, 82 совершенно произвольны, третья же опре- 
дфляется по этимъ двумъ при помощи (187). Пусть эта третья величина 
будеть 8х. Опредфлимъ ^ такъ, чтобы коэффищенть при 6х въ (188) былъ 
равенъ нулю. Для этого опредфлимъ ). изъ уравненя: 


нь р Ре. (189) 


Тогда (188) уже ве будетъ содержать 82; остальные же ду и 42 с0- 
вершенно произвольны, и потому уравнеше (185) возможно только, если 
коэффишенты при бу и 62 равны нулю, то есть: 


у. = 

др: ЧЕ А (190) 
й-+)^.— =о0 

9: 


Уравненя (189) и (190) и представаяють собою уравнешя равно- 
вЪоя точки принужденной оставаться на поверхности 


(ву =0. 


$ 70. Выводъ, изъ общаго условйя (183), уравненй равновъе!я точки, 
принужденной оставаться на лини, Если точка принуждена оставаться на 
лини, опредфляемой пересфченемъ поверхностей 


Ушуд=о 
ое 
то изъ этихъ уравнен! по теорем РЯ получимъ: 


9/ . 97 . ь 
де у 9 ы 


Кром того имфемъ общее услове равновфая 


Ха Убуй =0....... . (193) 


— 63 — 


Помножая 1-0е изъ (192) на ^,, второе изъ (192) на }., и складывая 
съ (193), получимъ: 


(Уж ое (-ь инь) + 


Опредвлимъ ^, и ^, изъ требовашя, чтобы коэффишенты при 85 и 
ду въ (194) были равны нулю. Тогда остается только трет членъ въ 
дЪвой части (194), и, вслЪдстве произвольности 82, коэффищентъ этого 
члена тоже долженъ быть равенъ нулю. Поэтому имфемъ: 


ХИ о 
УИ ь о РН: (195) 
И 8 +, = 


Таковы уравнен!я равновфся точки, принужденной оставаться на лини 
/ шуд=0 
Е (т, у, 2) =0 
$ 71. Уравнешя равновфся точни въ случаф связи, выраженной нера- 
венствомъ. Если точка можеть двигаться не только по поверхности 
ПАЯ, ЗВ а чада (196) 


но и’въ одну какую нибудь опредфленную сторону отъ нея, то можно 
сказать, что точка можеть сойти на сосфднюю поверхность 


Я . . @97) 
которая лежитъ, смотря по услов!ю, или въ области 

и а ее но (198) 
или въ области’ 

И ен (199) 


Примпрь 1-ый. Точка аежитъ на внфшней поверхности твердой сферы 
а? у? — В = 0. 
Такая точка можеть сойти въ область 
ту — > 0, 
внфшнюю по отношеню къ данной сферЪ, то есть перейти на сосфднюю 
сферу 


ну — № =а 
гдф а положительно. 


о 


Ме 


`Примтрь 2-ой. Точка лежитъ на внутренней сторон$ поверхности сферы 
ни — В = 0, 
Такая точка можеть сойти въ область 
+’ —Е< 0, 
лежащую внутри сферы, то есть перейти на сосЪднюю сферу 
2? + у’ — В = а, 
ТДВ а отрицательно. 


Связи, выражающуяся неравенствами вида (198) или (199) называются 
‘неудерживающими. 


Замфтимъ, что услоше равновфея (183) можеть быть представлено 


. въ видЬ 


Хи+Ум+2=8,.... .. (900) 


если подъ обозвачешемъ 207 будемъ разумЪть неопредфленную безконечно- 
малую величину не превосходящую нуль. Изъ (197) имфемъ: 


И, 
9х 


мии ынм ..... . (201) 


Помноживъ это уравнеше (201) на неопредфленнаго множителя Х и 
сложивъ съ (200) получимъ: 


(х+ х ие [у + х п (2 м #)ы= ла 4-80 (203) 


Двф величины изъ 0х, ду, 62 совершенно произвольны, третья же свя- 
зана съ ними уравнешемъ (201). Пусть эта третья величина, будеть 8х. 
Выбираемъ ^ такимъ, чтобы коэффищентъ при 52 въ (202) быль равенъ 
нулю. Тогда, всафдстве произвольности у и 42 ихъ коэффищенты въ 
уравнени (202) и правая часть этого уравнешя должны быть равны 
нулю. Поэтому имфемъ: 


Х+»^ те О 
91. 

У А — =0 
т аа -.. . (203) 
= 


А =0 
ыы ы 


Первыя три изъ уравнен!й (203) даютъ: 


У ео к 0 (204) 


Р. 


ор => 


9: , 
х мы | 
И. ! з з з 
И (=) = (#) - (#) 
9 
; о " =". . (205) 
у) = (#) 
д! 
й НЕ. 0: 
т 


2 г з 
и(#) = (#7) | 
Слфдовательно, для равновфе!я точки, дФйствующая сила должна быть 
ваправлена по нормали къ поверхности 
Ла. д=0. 
Посзфднее изъ уравневй (203) имфющее видъ 
80 —- Ма =0,. . 


опредфляеть знакъ множителя ^. Именно: черезъ 817 мы обозначали вели- 
чину, не больше нуля; сафдовательно (206) можеть удоваетвориться 
только тогда, когда ^ и да имфютъ одинаковые знаки. Такъ какъ сила Р 
есть величина абсолютная, то благодаря уравневю (204), множитель ^ 


и радикаль у + (2) [С должны имфть одинаковые знаки. Са1- 
довательно, знакъ этого радикала таковъ, какъ знака 52. 


$ 72. Задача: найти положен!е равновфейя тяжелой точки на сферЪ? 
Пояснимъ сказанное въ предыдущемъ параграфЪ, и особенно правило 
зваковъ при радикалф, на весьма простой задачЪ, выраженной въ заглав!и 
вастоящаго параграфа. 


Возьмемъ начало координать въ центр сферы 


Возьмемъ ось 2 по вертикали внизъ. Имфемъ: 


Рите Е 507 Або А =1 


НИЕ РАСТ ЧИ 
95 = 2% 9, =, =28 


з 
С (7) Е ИНЖуР--ов. . (208) 
В. Б. Делоне. — Курсь теоретической механики 2 изд. 5 


Уравнен!я (205) дадутъ 


`Уравненя (209) показывають, что положешя равновЪя могутъ быть 

‚только на вертикальной оси сферы (фиг. 15). Уравнеше (210) показы- 

ваетъ, что положевшя равновфоя могутъ быть только ва сферЪ. Въ (210) 

знакъ при Ё внутри скобки надо взять такой какъ при радикаль, какъ 
это видно изъ (208). 

-* Если точка не можеть покинуть 

А сферы, то при радикал нужно удержать 

оба знака; изъ (210) получимъ 2 === А; 

положеня равновъойя будуть въ Ан В. 

Если точка лежитъ внутри сферы, 

то ба отрицательно; сафдовательно при 

© радикал надо взять (—); изъ (210) 


получимь 2—=— (—Ё) или &= А; 
у положене равновфс1я будеть только въ 
В, такъ какъ положительная ось 2 идетъ 
В внИЗЪ. 
НЕ Если точка дежитъ вн сферы, то 
&= положительно; при радикал надо 
взять (+); изъ (210) получимъ ; = — (+ В) или г = — В; поло- 


жене равновфс!я будетъ только въ А. 
$ 73. Уравненя равновфся точки въ случаЪ двухъ связей, выражен- 
ныхъ неравенствами. Если имфемъ неудерживаюция связи: 
(а. =а | 
Еву =в То 
то разсуждая совершенно такъ же какъ въ $ 72, получимт: 
О 


. . (п) 


ду + экз о Яеры «КАВАЙ 


№, ва +1, 83-20 =0 

$ 74. Начало Даламбера. Знаменитый французск! энциклопедисть и 
математикъ Даламберъ (Оа]ешфег!, 1717—1789) привелъ изучен!е дви- 
жен!я несвободной точки къ изучению ея равновЪс1я при помощи особыхъ 
соображен!й, получившихъ назваве начала Даламбера. Выводъ уравненй 
движения несвободной точки при помощи начала Даламбера имфетъ, какъ 
мы увидимъ впослфдетвш, чрезвычайно важное значен!е въ механик®: онъ, 


ды 


болфе плодовитъ, чёмъ выводъ этихъ уравнен!й, сдланный нами въ $ 62, 
63 и 64. 

Если точка в, находясь подъ дЪйстНемъ силы Р, не можетъ поки- 
нуть поверхности (фиг. 16), то ее можно разсматривать какъ свободную, 
находящуюся подъ дЬйстйемъ не только силы Р но и направленной по 
внутренней нормали реакщи №. Поэтому равнодЪйствующая силъ Р, и №, 
дЬйствуя на точку какъ на свободную, равна 7 и называется ускори- 
тельною силою. Изъ (фиг. 16) видно, что ‘силы Р и (—97) слагаются 
въ (—№), которая уравновфиивается реакщею №. Примемъ обозначеня: 

Р дьйствующая сила, 
(—т)) сила инерщи, и 
(—М№) потеранная сила. 

Мы видфли, что: 1)‘ Потерянная сила ( — №) есть 
`равнодюйствующая дъйствующей силы Ри силы инер- 
и (—т7); 2) Потерянная` сила уравновюшивается 
‘реакщею связи. Въ этихъ двухь положешяхъ и состоитъ 
принципь Даламбера. Проекщи силы Р обозначаемъ 
черезъ Х, У, #. Нетрудно видфть, что: проекщи силы 
{—т)) инерщи суть: 


(==), (=) (= 
\ ел" ав} › ав 


проекщи потерянной силы суть: 


4? 
ава 
4?у 
оны (213) 
4: 
НОА 


$ 75. Уравнемя движеншя несвободной точки, выводимыя изъ начала 
Даламбера. Эго начало можеть быть выражено еще такъ: уравнешя дви- 
женя несвободной точки суть уравненёя равновтьсвя потерянной силы, 
проложен!я которой выражаются формулами (213). Поэтому достаточно, 
вифсто Х, У, #, подставить въ уравнешя равновфойя (203) величины 
{213)), чтобы получить уравнешя движеня несвободной точки, которыя 
поэтому будуть таковы: 


МОУ 5 - (214) 


ТД / (1, у, =) = а есть уравнеше связи. 5* 


= 


Если точка подчинева двумъ связамъ, то надо пользоваться не (203), 
а (212). Тогда получимъ: 


4х 9Г 9Е 
Хе 0 
нд ЗЕД ЕО 

аР бу *0у зы. - „< 

2. 9/ 9Е 
—тови +, =0 


2,02 513-80 =0 


$ 76. Сохранеше живой силы въ движенм точки. Уравнения (215) мо- 
туть быть представлены такъ: 


4 ЭР ЕР 
ав = 3 05 9" 1:95 905 
Фу _ 97 
тв = УХ ЗУ —^, г и. (216) 
а: 9 сде 
т ди 3 дв 


Помножимт 1-0е изъ этихъ уравненй (216) на 42, 2-0е ва @у, 3-е на 
42 и сложимъ. Получимъ: 


4? 


т [ Сы “3 и 4=— == Хаг -- Уау - аз 


9 9% / ) др 9Р 9Е ) 
ея + (1 +, ®)ь .@) 


Два послЬдв!е члена правой части этого уравнен!я равны нуаю вслфдетве. 
существован!я уравнен!й связей: 


1 (м, у, 2) =0 
Е (х, у, =) = 0. 
Лфвая часть уравнев!я (217) равна а" "> потому по (89) 


я "(&)- = а (1 : ееай (218) 
дифференцируя же (218), получимъ: 


(ту? | а: ау 42 
4 5 ) "[& ав 4 ав + -+ 4 ыы миа > (219) 


Итакъ (217) принимаеть замфчательный видъ: 


а ("7 ЕЕХавзь тан 0... (20) 


— $9 — 


Въ $ 24-омъ мы сказали, что въ большомъ количеств случаевъ при- 
‘ращене живой силы равно работБ. Выведя (220) изъ общей теорш и при- 
поминая, что Хх -- Уау -+ Ра», согласно (184), есть элементарная ра- 
бота, заключаемь что, согласно (220), дифференшаль живой силы равень 
элементарной работъ. Это уже похоже на свойство указанное въ 
$ 24-омъ. 

Если давныя силы ихфють потенщаль (когда именно онф иуфють его 
укажемъ впослфдстви въ $ 136), то 


90 
Е 

97 
у 2 2%. . @30 
р-90 


“Слфдовательно: 


> ас 90 90 
Хах -- Уау-н 242 = = 42 = ду аа: 


или Хаз -- Уау -- 2 =а0........ (292) 
Сравнивая съ (220), получимъ: 
ту? 
("7 ад ЕО (223) 
Интегрируя, получит: 
И Ч (924) 


Мы теперь вывели уже изъ общей теори законъ (224) сохранешя 
живой силы, который былъ только указанъ въ формулЪ (51). 

При этомъ необходимо указать на важное значене уравненя (222). 
Оно показываеть, что дифференщаль потенщальной функщи равеяъ эле- 
ментарной работЪ. 

Все сказанное въ этомъ параграфЪ само по себф имфеть весьма важ- 
ное значеше, какъ мы это въ особенности увидимъ въ $ 134, но кромь 
того существоваше потенщальвой функщи облегчаеть значительно рЬше- 
не механическихъ вопросовъ. Такъ, напримЪръ, скорость находится весьма 
просто. ДЙйствительно изъ (224) непосредственно слфдуетъ: 


№ 2(0-С) 
®= у +9 Но азёекоь Свет. (225) 


Приложимъ теорю потенщальной фузкщи къ изсльдованю движеня 
математическаго маятника. 


Зе 


$ 77, Математически маятникъ. Подъ этимъ назвашемъ разумфють 
‘отвлечеше отъ обыкновеннаго физическаго маятника. Именно математи- 
ческимъ маятникомъ называють тяжелую точку т укрьпленную ва конц 
нерастяжимой и невфсомой нити, другой ко- 

2 нець которой укрфпленъ въ неподвижной 

35 о точкф. Задачу о движеи математическаго 


то маятника, какъ болфе простую. р-шаютъ для 


У того, чтобы потомъ перейти (какъ мы это 

т и сдфлаемъ въ & 201) къ изученю маятника 
физическаго. 

% Отклонимъ маятникъ (фиг. 17) на уголь ® 

Фиг. 17. отъ вертикали и предоставимь ему затфиъ 


двигаться подъ влянемъ тяжести 779 (беремъ, 

065 & по вертикали внизъ). Потенщалъ тяжести, какъ мы видфали въ $ 
29-омъ равенъ 2. Итакъ 

Пти 9. '. „ВВ 


Слфдовалельно (224) приметъ видъ: 


т 
т = тде = 0 пак чо бара от ое ОАО 
Изъ начальныхь данныхь, получимъ 
С = — того, 
тдЪ 2, есть координата начальнаго положен!я маятника. Сафдовательно (227) 
принимаетъ видъ: 


т 


= 19 (2 — 2) 


или 
АЗ). г-н 5 (088 


Воть скорость уже и найдева. Мало того, уравнене (228) даеть 
вамъ возможность прослфдить обшИЙ хорактеръ движен!я маятника. Сдф- 
лаемъ это. Въ налальномь положен и, 2 = 2, и потому по (228) ско- 
рость г = 0. Подъ дЬйстыемъ тяжести 2& увеличивается, и скорость по 
(228) возрастаетъ. Она будетъ наибольшая, когда 2 получить наибольшее 
значене равное длин 7 маятника, затЪмъ маятникъ будеть подниматься 
по дугВ изъ этого низкаго положев1я, и когда 2 опять уменьшится до 2, 
скорость опять сдфлается, согласно (228), равно нулю. Въ этомъ положе- 
ни, при окончани полуколебащя, маятникъ будетъ находиться въ тьхъ же 
условяхъ какъ и въ начал но по другую сторону вертикали, проходящей 
чрезъ точку подвфса. Ояъ произведеть обратное движеше и дойдеть до 
начальнаго положеня, откуда пойдеть опять по прежнему и т. д., дви- 
жене его будеть колебаше по дуг краже, описанной изъ точки 
подвЪса радусомъ 1. 


м 


Изслфдуемъ одно такое колебаве. Обозначимъ чрезъ ф уголъ, состав- 
ляемый маятникомъ съ осью = въ Бонцф времени # послЪ выхода изъ 
начальнаго положеня. Примемъ начальное положене тж, за начало дугъ 
описываемыхь точкою тж. Изъ услов имфемъ: 


2 =Т, 603 а. 


Вставаяя эти величины въ (228), получимъ: 
Е: 
в. (@) 2. (603$ — 0082)... ... (299) 
Во время перваго полуколебан!я ф уменьшается, поэтому Е отрица- 
тельно; такъ что изъ (229) получимъ: 


4 __1/Я уз ЕЕРУЕЕИЙ 
а = у: У 2 (605 $ — с0$ а) 


Отсюда 
. (230) 


Интегрирование этого уравненя, и слфдовательно точное рышеше за- 
дачи, приводить къ эзлиптическимь фувкшямъ. Рышимъ ее приблизи- 
тельно, разсматривая только малыя колебан!я, при которыхь я иф до- 
статочно малы (напримфръ а = 1’). 

Разложивъ 605 $ и с08а по восхолящимъ степенямъ перемфнныхь фиа 
и откивувъ чдены шестого и высшихъ порадковъ, получимъ: 


08$ =1— & 
сва —=1— 5 + т. 
Слфдовательно: 
а ое 
`Разложивъ (:— =. 5) по биному Ньютона и откинувъ члены 4-го 


п выешихъ порядковъ, получимъ: 
1 к 2 
(а 2) 3 ( 1+ ь 
У? (605$ — 05а) ( 1 \ 24 
Подставивъ въ (230), получимъ: 


це 
у 
я р 


т 


Интегрируя, получимъ: 


2 

я + "= ее = (3) 

— а. в 005 (*). 
& 


При # = 0, ф:= а, сафдовательно сонзё = 0. Поэтому 


2. су 
кт уз 


= ти ++ =) швы (2) ‚. (230) 


Воть уравнеше движеня маятника во время 1-го колебан!я. Оно тёУЪ 
точнфе выражаетъ истиву, чфыъ мевфе было а. 


Опредфлимъ продолжительность 7’ цфааго колебая и продолжитель- 
ность Т’ полуколебаня. 


Дая опредфлешя 7 нужно положить въ (231) > 


#=7; о=- а 


т==Ут(1 +5) ая (232) 


Для опредфлешя 7” нужно положить: 


Получимъ: 


1=Т; $=0. 


т=зу у. (1+1 ; - одаНЙ 


Если бы мы пренебрегли квадратами 2, то получили бы извфетныя 
въ элементарной физик® формулы: 


Получимъ: 


-:д ое (235) 


Данныя здфсь формулы (232) и (233) точнЪе формулъ (234) и (235). 


а ай 


ОТДЪЛЪ 1: 
Равновз@е неизмЪняемой системы. 


ГЛАВА 1. 


Сложен!е силъ и паръ, дъйствующихъ на 
неизмняемую систему. 


$ 78. Неизмъняемая система. НепзмЪняемою системою называется такая 
система точекъ, въ которой взаимвыя разстоявя между точками не измф- 
няются. Такая система можеть быть назвава абсолютно твердою. 

Встрёчающияся въ природ тла, даже такя твердыя какъ сталь, 
алмазъ и проч, строго говоря, не предетаваяюгь собою системъ неизм%- 
няемыхъ, потому что взавмныя разстоян!я между ихъ частицами изм\- 
няются: увеличиваются при нагрфвани, измЬняются при упругой дефор- 
мацш, а также и вслфдств!е существующихъ во всякомъ тВлЪ 
молекулярныхъ движен!й. Какъ п всегда мы сначала упрощаезъ -Р 
задачу, не принимая въ соображеше всфхъ подробностей, раз- 
суждене же объ этихъ подробностяхъ вводимъ посл рьшеншя во- 
проса въ общемъ видф. Неизмфняемая система и представаяеть 
собою отвдечеше отъ повятя о физическомъ твердомъ тЬлЪ. +Р 

$ 79. Перенесеше точни приложеня силы. Учен!е о равно- 
вфейи неизмфняемой системы основано на слЪдующемъ положе- 


Ни: 0в% равныя и противуположныя силы, приложенныя къ В 
точкамь А и В неизмпняемой системы и направленныя по + 
прямой АВ, взаимно уничтожаются. т 


Положене это приводить къ слдующему важному заключе- Фиг. 18. 
вю: силу Р, приложенную къ какой-нибудь точкь А (фиг. 18) 
‘ченамьнлемой системы, можно перенести, не измтняя ся дтйствя, вь любую. 
эпочку В системы, лещажую въ направлени этой силы. Въ самомъ длЪ, 
прилагая къ точкахъ Ла В взаимно уничтожающияся силы (— Р) 
и (+ Р) и замфчая, что оказавшяся призоженными въ точкЪ А силы 
взаиино уничтожаются, убЪждаемся. что выфето данной силы ириложен- 
ной въ А осталась равная ей сила, приложенная въ точБЪ В, что и тре- 
‘бовалось доказать. 


$ 80. Сложение такихъ, дЪйствующихь на неизмфняемую систему, силъ, 
продолжешя которыхь взаимно пересфнаются въ одной точкЪ. Если на 
различныя точки неизмфняемой системы дЪйствуютъ силы, сходящяся въ 
одной точкф 0, то вс онф могутъ быть перенесены въ одву точку и 
ъпослЪдовательнымь примънешемъ правила параллелограмма могутъ быть 
замфнены одною равнодфйствующею. 


= Аб 


$ 81. Сложеше двухъ параллельныхь и направленныхъ въ одну сто- 
рону силъ, дЪйствующихь на неизмЪняемую систему. Положимъ (фиг. 19) 
что ва точку А нензифняемой системы дЪйствуеть сила Р, а на точку В 
той же системы дёйствуетъ сила © 
параллельная сидф Р и направлен- 
ная въ ту же сторону. Покажемъ, 
что такя дв силы тоже приводятся 
Бъ одной равнодфйствующей. 

Положимъ, что сила Р предста- 
ваяется вектором, АР, сила ©@ — 
векторомь В©. Приложихъ къ А и 
В по прямой АВ двЪ равныя и про- 
тивоположныя силы АМ и ВМ; он, 
какъ взаимно уничтожающияся, не 
измфвять равновфея *). Силы АР 
и АМ мотуть быть замфнены равно- 
дЬйствующею АС. Силы В® и ВУ 

Фиг. 19. могуть быть замфнены равнодфйству- 

ющею ВГП. Сдфдовательно данныя 

силы Ри © можно замфвить силами АС и ВЛ, сходящимися въ какой- 
вибудь точк® Г и приводящимися поэтому къ одвой равнодфйствущей. 

Опредфлимъ величину и направлене этой равнодЪйствущей. 

По перенесев!и въ точку 7 силы АС и ВЛ представятся, положимт, 
векторами 1 и 11. Проведемь ТО параллельно заданвымь силамъ и 
прямую ЕГР параллельно прямой А В. Сила ТС разлагается на 7Н и 1. 
Сила 11, разлагается на ТК и ТЕ. Изъ равенства паразлелограммовъ 
и изъ условя АМ = ВМ сафдуетъ: 


ТЕ = 1. 
Эти силы, согласно $ 79, взаимно уничтожаются. Кром того имфемъ 
ТН АР. = 
ТК = ВО = 0. 
Равно йствующая оставшихся сиаъ /Н и 1К имфеть одно съ ними 
ваправлене и равна ихъ суммф. Итакъ: равнодъйствующал взаимно па- 


раллельныхь и в одну сторону направленныхь силъ импеть одно съ ними 
натравлене и равна ихь сумм. 

На основав $ 79 можно перенести точку призожешя этой равно- 
д йствущей въ точву пересфченя О прямыхъ 7Н и АВ. 

Опредфлимъ положев!е точки 0. 


*) Въ дальньйшемъ мы часто будемъ пользоваться этимъ пр!емомъ вве- 
ден вспомогательныхъ взаимно-уничтожающихся снлъ. 


ЧЕТ: ЗРИВ 


'Изъ подо@я треугольниковь /@Н и ГАО слфдуеть 


и _ 0 
СН 40° 
Изъ подобя треугольниковь 1КТ, и ТОВ слфдуетъ: 
к _ 0 
КТ В0' 
Но КЕ = 6НИ. Салфдовательво: 
1н _ в 
ТК ` 40 
или: 
Р _ ВО 
=: °. ..; ; @86) 


(236) выражаетъ, что: точка приложеня равнодъйствующей двух оди 
наково направленныхь взаимно параллельныхь силь, лежащая на прямой, 
соединяющей точки А и В приложетя этитъ сидь, находится оть этиль 
точек» А и В въ разстоянёяль обратно-пропорцональныхь силам. 

$ 82. Центръ параллельныхъ силъ. Положимъ, что на неизмфняемую 
систему дЪЙствуеть нфеколько взаимно-параллельвыхъ одинаково напра- 
вленныхъ силъ Р,, Р,, Р,... (фиг. 20), Будемъ складывать эти силы 
по правилу предыдущаго параграфа постепенно, пользуясь тою формулою 
Аналитической Геометри, по которой опредфляются координаты точки, 
дфаящей разстояве между точками (2;, у,) и (х., у,) въ отвошеви т 
къ я. Коордиваты точки С призожевя равнодЪйствующей силъ Р, и Р, 


будуть: 


Опредфлимъ теперь координаты точки Г приложев!я равнодЪйствую- 
щей силъ: Р, и равнодфйствующей приложенной въ С. Получимъ: 


— (Р, + Р) 2, + Ра, 


}— Р-Р -+Р, 
— ФР. + Ру т 
ур = НЕ, ЗЕРЕ М зобА (240) 


го — Ре РЭ д. Рыь 
Р, + Р, + Р, 


= 18 — 


Благодаря равенствамъ (237) и (238) эти формулы (239) преобра- 
зуются въ так!я: 


_ Ра, - Р,ж, += Руж 


И ЕЕ 

Ру, + Рау. + Ру 
ДЕ ыы. 
0 — В + Ра + Рё 
< Р, +Р, + Р, 


ЗатЬмъ находимъ координаты точ- 
ви приложен!я той силы, которая есть 
равводЪйствующая силы приложенной 
ЕР въ Ди силы Р,, и такъ далфе. 

Заковъ образован!я формулъ для 
гоординать послфдовательно ваходимыхъ точекъ приложев!я равнодь- 
ствующей все большаго и большаго числа силъ уже выясняется изъ фор- 
мулъ (237), (238), (239), (241). Уже видно, что координаты точки при- 
ложешя равнодфйствующей вефхъ заданныхъ параллельныхъ силъ, назы- 
ваемой центром» параллельныхь силъ, будуть 
Ра 
УВ 
_ _ ХР 
УР 
- ХРе 
ХР 


# = 


Въ случаф дЪйстыя силы тажести Р — 70 и получится: 


Утх 


а 
| 


Ут 
— _ Уту 
= т . (242) 
- Ут= 
8 = —— 
Ут 
Изъ этихъ формулъ (242) яветвуеть, между прочимъ, что положеше 
центра паралаельныхъ силъ не зависить отъ общаго ихъ ноправленя; 
такъ что, если силы, прилагаясь къ тЬмъ же точкамъ неизмЪняемой си- 
стемы, измфнять свое направлене, оставаясь взаимно-параллельными, то 
центръ этихъ параллельныхь силъ не измёнить своего положеня въ не- 
измфняемой систем. 


к 


Примфромъ центра параллельныхь силъ можеть служить центръ тя- 
жести. Тяжесть дфйствуеть на всЪ точки тала, размфры котораго ничтожны 
съ размфрами земного шара, по прямымъ взаимно параллельнымъ (отвфс- 


нымъ); точка приложеня вефхъ этихъ силъ называется центромь тя- 
жести. 


$ 83. Сложеше двухъ силъ взаимно-параллельныхъ, но направленныхь 
въ противуположныя стороны. Возьмемь двф тамя силы Ри (фиг. 21). 
Выберемъ на прямой АВ, соединяющей ихъ тозки приложешя А и В такую 
точку (С, чтобы: 
И.. © 
Ав  Р-© 
и чтобы точка А приложев!я большей силы Р лежала между В и С. 
Согласно $ 81-му можно разложить сиду Р на силу Р—© приложен- 
ную въ точкф Си на силу (— 0), прило- 
женную въ точкЪ В. 
Силы (+9) и (— 9), приложенныя въ 
В взаимно уничтожаются и у насъ останется 
одна сила Р — © приложенная въ С, кото- 
рая замфнила собою совокупность давныхъ 
силь Ри ©. Олфдовательно: равнодьйствую- 
щая двуть взаимно параллельныхь но про- Фиг. 91. 
тивуположно направленныхь силь Ри © 
параллельна даннымь силамъ, направлена въ сторону большей изь данныхь 
снлз, и точка приложеня ея находится на внтиней части отутзка 
АВ опредпляемаю точками приложеная данныть силь, въ сторонт боль- 
шей силы; причемь равнодъйствующая равна разности данныхь силь. 
Если А есть точка приложеня большей изъ данныхь силъ, С точка при- 
ложешя равнодъйствующей, то 
АС _ 


АВР 


$ 84. Пара силъ. Въ случаф силъ параллельныхъ, но противуположно 
направленныхъ, съ уменьшенемъ большей силы Р. равнодфйствующая 
(Р— ©) уменьшается, разстояне же АС, какъ видно изъ (243), увели- 
чивается. Наконецъ, при 

во 

‘разстояще АС сдьлается безконечно большимъ. равнодфйствующая же 
(Р— ©) обратится въ нуль. Слдовательно двф равныя и параллельныя, 
но противуположныя, силы приводятся къ сил равной нулю, дфйствующей 
на безконечно большомъ разстояни. О такомъ дьйств!и мы никакого по- 
вяйя не имфемъ. Приведене такой совокупности силъ къ такой непо- 
натной равнодЪйствующей никакой пользы не приносить. Поэтому знаме- 


нитый французвый математикь Ро|1з0{ предложилъ разсматривать дв 
равныя, параллельныя, но противуположныя силы, какъ особый элементъ, 
‘'равновфея названный имъ зарою силь и далъ теоршю паръ, значительно 
упрощающую общую теоршю равновфойя неизмфняемой системы. 

На основав!и сказаннаго въ $ 79-омъ можно всегда перенести. силы, 
‹составляющя пару по ихъ направлен!ю такъ, чтобы прямая АВ (фиг. 22), 
соединяющая ихъ точки приложеня, была къ нимъ перпендикулярна. Та- 
кая прямая АВ называется плечомь пары. 


Произведеше 
РВ Зои т и (244) 


одной изъ силъ, составляющихь пару, ва плечо называется момениомь 
пары. 

Прямая, проведенная чрезъ средину плеча перпенликулярно къ плос- 
кости пары, называется осью пары. 

Моменть пары обыкновенно представаяютъ себЪ геометрически слф- 
дующимъ образомъ: отвладываютъ равную ему длину по оси пары въ та- 


= 
-Р 5 
==. '-— т 
Р 
+ 
вр =Р 


Фиг. 22. Фиг. 23. Фиг. 34. 


кую сторону, чтобы наблюдателю, стоящему на плоскости пары съ туло- 
вищемъ направленнымь по моменту, пара представлялась стремящеюся 
повернуть систему по направлен!ю движевя стрфаки часовъ. Такимъ обра- 
зомъ для пары (фиг. 23) моментъ надо отложить подъ плоскость чертежа, 
дая пары же (фиг. 24) моменть надо отложить надъ плоскостью чертежа. 


$ 85. Перенесеше паръ. Докажемъ, что пару можно перенести, не 
измфняя ея дЪйствйя, какъ угодно, лишь бы не измфнилось направлен!е 
ея оси. 

Т) Всякая пара можеть быть перенесена въ плоскость параллельную 
ея плоскости. Возьмемь прямую СГ (фиг. 25) равную и параллельную 
плечу АВ данной пары. Дйствье данной пары не измфнится, если мы 
приложимъ въ точкВ С’ равныя и противуположныя свлы (+ Р)и (—Р) 
и въ точкф Г) равныя и противуположныя силы (+ Р) и (—Р)-. 


ое 


Силы В (—Р) и С (—Р) сложатся въ одну силу (—2Р), приложен- 
ную въ пересфчени т дагоналей параллелограмма АВСО. Силы АР и 
ОР сложатся въ одну силу 2Р, приложенную въ точёЪ т. 

Сила 2Р и (—2Р), какъ равныя и противуположныя, приложенныя въ 
одной точкЪ, взаимно уничтожатся. 

Останутся силы СР и ЛР (—Р) представляюпия собою данную пару, 
перенесенную въ плоскость параллельную ея плоскости. 

ПП) Всякая пара может» быть повернута в» своей плоскости около 
средины плеча безъ измтиеная ея`дтиствя. Проведемъ чрезъ средиву С 
плеча данной пары (фиг. 26) прямую ГДЕ раввую плечу АВ и дфля- 
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Фиг. 25, Фиг. 96. 


шуюся пополамъ въ точкф С. Въ конц Г этой прямой приложимъ двь 
взаимно уничтожающияся силы (-+Р) и (— Р) перпендикулярныя къ ДЕ, 
и въ ковцф Е сдьлаемъ тоже самое. Перенеся силы по ихъ направленю. 
получимъ пару Р (—Р) съ плечомь ДЕ, двф силы приложенныя къ Ё 
и двЬ силы приложенныя въ (+. Равнодфйствующая силъ приложенныхъ 
въ ( проходить чрезъ С и равна и противуположна равнодЪйствующей 
силъ приложенныхъ въ Е, тоже проходящей чрезъ С. Эти равнодЪйствую- 
шя взаимно уничтожаются, и остается пара съ плечомъь ДЕ, предста- 
вляющая собою данную пару, повервутую около С. 

Изъ совокупности доказанныхь въ настоящемъ параграф теоремъ 
слфдуеть, что пару можно вакъ угодно переносить безъ измфнев!я ея 
дЬйствя, если только не измьнять направленя ея момента при такомъ 
перенесении. 


86. Преобразоваше паръ. Пару можно еще преобразовывать, безъ, 
изинешя ея дфйстыя, въ другую, имБющую другое плечо и друг я силы, 
ишь бы моментъ (произведеше силы на плечо) оставался тотъ же. 


— = 


Возьмемъ пару (Р, — Р) приложенвую къ плечу АВ (фиг. 27); ва 
продолжен!и плеча АВ возьмемъ точку С. Приложимъ къ В двЪ равныя 
и противуположныя силы © и (— 0) периендикулярныя къ плечу. При- 
дожимъ тоже къ С двЪ равныя и противуположныя силы © и (— ©) пер- 

-, пендикулярныя къ плечу. При этомъ вы- 
-(Р+ @) беремъ © такъ, чтобы 


0.ВС=Р.АВ. .. (245) 


Силы Ри ©, приложенныя къ Аи С 
уничтожаются, по $ 81-му, силами (—Р) и 
( — ©), призоженными къ В. Остается 
пара (0, — ©) съ плечомь ВС. Данная 
пара (Р, — Р) преобразовалась въ пару 

Фиг. 97. (@, — 0) съ другимъ плечомъ, но съ мо- 
ментомъ ©. ВС, который, согласно (245), 
равенъ моменту Р. АВ данной пары. Что и требовалось доказать. 

$ 87. Общее занлючеше о парахъ. Итакъ пару можно всячески пере- 
носить и преобразовывать безъ измфнешя ея дЪйствя, лизиь бы моментъ 
ея сохраняль свою величину и направлене. Салфдовательно величиною и 
направлещемъ момента пара вполнф характеризуется. 


$ 88. Сложеше паръ, лежащихъ въ плоскостяхъ параллельныхъ. Поло- 
жимъ, что намъ дана пара (Р, —Р) съ плечомъ р, и въ плоскости па- 
раллельной къ этой парЪ дана другая пара (©, — ©) съ плечом», 4. Вто- 
рую пару перенесемъ въ плоскость первой пары. Приведемъ об пары, 
по сказанному въ $ 86, къ плечамъ равнымъ единиц длины. Получим. 
таня пары: (Рр, — Рр) и (04,— 94), моменты которыхъ Рр и @4 равны 
моментамъ данныхъ паръ. 

Перемыщаемъ вторую пару такъ, чтобы плечо ея совпало съ плечемъ. 
первой пары и чтобы точка приложеня силы (-+ Рр) совпала съ точкою 
приложеня силы (+ 09). Если направлев!я этихъ силъ совпадаютъ, то 
получимъ равнодЪйствующую пару. 


[(Рр- 94), — (Рр + 94)]...... . 246} 


Если направлев!я силъ (+ Рр) и (+ 09) противуположвы, то полу-. 
чимъ равнодфИствующую пару 


[(Рр— 99), — (Рр— 99)] -....-.. (247) 


По построеню плечи паръ (246) и (247) равны единиц®. СлВдова— 
« Тельно моментъ пары (246) равенъ 


Рр + 94. 


Моменть пары (247) равенъ 
Рр — 94. 

Этотъ выводъ можно выразить такими словами: №Моменть равнодьй- 
ствующей пары равенъ аллебраической суммъ моментов составляющить 
пар, если посльдия лежать в» плоскостяхь взаимно параллельныхь. 

$ 89. Сломене паръ, лежащихь въ пересфкающихся плоскостяхъ. При- 
зедемъ данныя пары къ плечамъ равнымъ единицв. Получимъ пары: 

(Рр,— Рр) 
(4а,— 94). 

Перемфстимь ихъ такъ, чтобы у 
нихъ было общее плечо на прямой пе- 
ресфчешя ихъ плоскостей (фиг. 28). На 
точку 4 дфйствують двЪ силы, склады- 
ваюцяся въ одну силу К. На точку 
В дЬйствують двф силы, складываю- 
ишяся въ одну силу (— В). ВмЪето дан- 
ныхъ паръ мы получили одну равно- 
дфйствующую пару 


(8, — В) 

съ моментомъ В. . Фиг. 38. 

Еслибы мы построили моменты паръ 
(Рр, — Рр) и (94 — 94), то получили бы параллелограммъ, у котораго 
стороны суть моменты Рр и 09; Магональ же равна В. 

Этоть выводъ можно выразить слфдующими словами: моменте равно- 
Отйствующей пары равенъ зеометрической суммь моментовъ составллю- 
щихь пар, если послидия лежата въ переспкающихся тлоскостязь. 


ГЛАВА П. 


Приведен!е силъ, дъйствующихъ на абсолютно 
твердое твло, къ простъьйшимъ системамъъ силъ. 


$ 90. Общее замфчане. Силы, дЪйствующя на точку, всегда приво- 
дятся къ одной равнодЪфйствующей. 

Силы, дЪйствующия на различныя точки неизмфняемой системы, не всегда 
приводятся къ одной равнодЪйствующей. Въ послфдующихъ параграфахъ 
мы покажемъ, что: 

1) силы, дВйствуюция на неизмфняемую систему, всегда могуть быть 
приведены къ двумъ непараллельнымь и непересфкающимся сидамъ; 

2) силы, дЬйствующя на неизмфняемую систему, всегда могутъ быть 

И. Б. Дезюне. — урсь теоретической механики 2 изд. 6 


2. = 


приведены къ совокупности равводЪйствующей силы и равнодЪйствую- 
щей пары; 

3) упомянутыя подъ № 2 равнодфйствующя сила и пара могуть быть 
располагаемы одна относительно другой безконечнымь числомъ способовъ, 
во всегда можно расположить ихъ и тавъ, что равнодфйствующая сила 
и моменть равнодЬйствующей пары будуть лежать на одной прямой и 
производить винтовое. усиле, называемое динамою. 


$ 91. Перенесеше силы. Докажемь прежде всего сафдующую весьма 
важную теорему: Точку ириложенйя данной силы всезда можно перенести, 
безъ измпненя ея дъистия на неизмияемую си- 
-Р стему, въ любую точку пространства, если при 

этомъ добавить къ ней нькоторую пару. 
Положимъ, что на неизмфняемую систему дЪ- 
о ствуеть сила Р (фиг. 29), приложенная въ точек» 
А, и требуется перенести точку приложешя этой 

А силы въ точку 0. 
ДЪйств!е силы не измфнится, если приложимъ 
+Р въ О двЪ равныя Ри параллельныя ей взаимно 
противуположныя силы. Полученную совокупность 
силъ можемъ разсматривать какъ силу Р прило- 
он женную въ О и пару (Р, — Р). 
Фиг. 29. Данная сила Р оказалась перенесенною въ О, но 
при этомъ пришлось добавить еще пару (Р, — Р). 
$ 92. Приведеше къ одной сил и одной парф. Положимъ, что намъ 
дано какое угодно чиело силъ Р,, Р., Р., Р,..., приложенвыхъ, соот- 
вфтственно, къ точкамъ 4, В, С, 0)... неизмЬняемой системы. Пере- 
несемъ, по теорем предыдущаго параграфа, всЪ эти сиды въ какую- 
либо точку О. Согласно съ упомявутою теоремою при этомъ придется до- 
бавить нЪеколько паръ. Сложивъ всЪ силы, перенесенныя въ точку О, 
получимъ равнодЪйствующую силу А. Сложавъ всЪ пары, получимъ равно- 
т дЬйствующую пару (Р, — Р). Точка 
0, въ которую переносятся вс 
А данвыя силы называется центромь 
—7р  приведешя. 

Итакъ: всякую совокупность 
сиаъ дЬйствующихь на неизи®- 
наемую систему можно всегда при- 

+Р вести къ совокупности равнодЪй- 
ствующихъ силъ и пары. 


Фиг. 30. 
ый $ 93. Приведеше къ двумъ не- 


параллельнымъ и непересфкающимся силамъ. Положимъ, что у насъ (фиг. 30) 
‘исполнено уже приведеше къ одной сид ЕВ и одной пар (Р,—Р). 


с а 


Сложимъ приложенныя въ точЕ$ О сиды Ки (—Р) въ равнодЬйствую- 
щую 7. Остались дв непараллельныя и непереськающяся силы Ги (+Р). 

$ 94. Аналитическое выражене приведена къ одной парф и одной силЪ. 
Представимь себЪ, что на нЪфкоторую точку А неизмфвяемой системы 
«фиг. 31) дЬйствуеть сила В. Выберемъ какя-нибудь оси Декартовыхъ 
координать. Проведя чрезъ точку А прямыя, параллельныя этимъ осямъ, 
проложимъ на нихъ силу В. Получимъ три слагающихъ Х, У, #. 

Займемся пока одною слагающею 2. Перенесемь 2 по ея направае- 
ню такъ, чтобы точка приложешя М оказалась въ плоскости (х, у) 


Фиг, 31. 


Опустивъ изъ № перпендикуаяры №Р, № на оси иксовъ и игрековъ и 
‘обозначая коорлинаты точки 4 чрезъ (2, у, 2), получимъ: 


ОР 
00 = уч. 
Приложимъ въ началф координать О силы и (—27). Изъ нихъ 


‹илу Я оставимъ, а полученную теперь пару (2, — 2) съ плечомь ОМ 
преобразуемь къ плечу вдвое меньшему. Получимъ пару: 


(22, — 22) 
съ плечомь ОМ. Силу 27 приложенную къ М разложимъ на силы & и &, 
приложенныя въ Ри ©. Всего теперь осталось: остальная сила 
Е = Век (В, =) 
6+ 


г Вы 


приложенная въ О и дв пары: 
(2, — 2) съ плечомъ х и моментомъ (— 22), 
(2, — 7) сь паечомъ у и моментомъ (-- 2у). 
Поступая точно такъ же съ приложенвыми въ А силами Хи У. 
получимъ: 
силы: Е 00 (Е, =); В 00з (В, у); В оз (В, г) 
приложенныя въ 0; 
пары съ моментами: (Ха); (— 2%); (Ух); (-— Ху); (у; (— Ур. 


Складывая, попарно, ть изъ этихъ паръ, моменты которыхъ взаимно 
параллельны, получимъ пары съ моментами: 


2 — У= 
Х: — 
Уз — Ху. 


Силы приложенныя въ О’ дадуть придоженную въ О равнодфйствую- 
шую В. 

Поступая такъ съ силами приложенными не только въ 4, но и въ 
другихъ точкахъ неизмфвяемой системы, видимъ, что вез онф приводятся 
къ одной равнодфйствующей, проложешя которой суть: 


УХ; БУ; 22 ао ебыааие 
и къ одной парБ; проложен я Т,, М, № момевтовъ этой пары суть: 


х(2у—У)=Г | 
УХ 22) = М. еж еее (249) 
$ (Уг— Ху) = М, 


$ 95. Центръ приведеня. Мы уже сказали въ $ 92-омъ, что точка при- 
ложеня равнодфйствующей силы называется нентромь приведешя. При 
выводв формулъ (248) и (249) мы принимали за центръ приведенйя на- 
чало координатъ. Изъ способа, которымъ мы выводили эти формулы, видно, 
что какую бы точку мы ви принимали за центръ приведеня (и за на- 
чало координатъ) равнодфйствующая сила Р получится той же величины 
и 10го же направленя, Но для каждой точки приведеня получится своя 
‘особая равнодфйствующая пара. 

Приведеше данныхъ силъ, дЪйствующихь на неизмфняемую систему, 
можеть быть, слфдовательно, исполнено безконечнымъ числомъ способовъ. 
Уголь, составляемый равнодЪйствующею силою Р и моментомъ равно- 
дфйствующей пары Н, опредфляется формулою: 


с0; (Р, Н) = 0$ (Р, 2) . с0з (Н, 2) + (еоз Р,у) . соз (Н, у) — 
+ в08 (Р. =) - с (Н,)........ (250) 
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причем изъ (248) имфемъ: 


РИА 
вн (р. = | 
ху | 
сов (Ру) = У о ое ем ВОС (251) 
ул | 
соз (р, 3) = 5 
изъ (249) имфемъ: 
С и. 
нар = — 
| 
МУХ — 2 | 
сз (Н, у) = р= Н | ‚ аа (252) 
вино =н = № 


Для различныхь центровъ приведев!я будуть получаться различные 
углы между Ри Н. 

$ 96. Теорема: наковъ бы ни былъ центръ приведеня, проэкщя мо- 
мента №/ равнодЪйствующей пары на направлен!е равнодЪйствующей силы Р 
остается одною и тою же для вефхъ точекъ приведения. 

Доказательство: Пусть будуть Ри М равнодфйствующая сила и мо- 
менть равнодфйствующей пары (фиг. 32). Перенесемъ центръ приведен 
изъ О въ 0’. Для перенесеня силы Р нужно (согласно $ 91) прибавить 
еще пару (Р, —Р) съ нкоторымъ 


. 
момевтомъ №”, такъ что моментъ 2/' х 
равнодфйствующей пары для центра, М й 
приведеня въ О’ будетъ: м и 
ШЕМ-+ы" 0 ой 
-Р 09° +Р 


Черточки надъ буквами обозна- 
чаютъ, что берется (согласно $ 89) 
аеометрическая сумма. Но М" пер- 
пендикуляренъ къ Р, таъ вакъ Р есть одна изъ силъ добавочной пары, 
нуЪющей моменть 2”. Слфдовательно, проэктируя моменты на направле- 
не Р, получимъ: 

М! соз (М', Р) = М . соз (М, Р) + М’ соз (М', Р) = 
= М сз (М, Р) + М’ соз (90°). 


Фиг. 32. 


Слфдовательно: 
М. со (М', Р) = М . сз3 (М, Р), 
что и требовалось доказать. 
$ 97. Динама. Изъ всфхъ приведен! совокупности силъ, дфйствую- 
щихъ на неизмфняелую систему, самое замфчательное то, когда моментъ М 
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равнодфйствующей пары лежитъ ва одной прамой съ равнодфйствующею 
силою Р. Такая совокупность силы Р и пары, имфющей моментъ 1 на- 

правленный по сил Р называется динамою (фиг. 33). 
Въ динамВ пара М стремится повернуть неизмфняемую систему около. 
силы Р, а сила Р стремится подвинуть тВло по своему направлен!ю: ди- 
вама представляеть собою винтовое усиме. 
Если динама состоить изъ пары имфющей 
моменть Мо и силы Р, направленной по этому 

Р моменту, то величина; 

р. ор а 
называется параметром» динамы. Прямая, по 
которой дЪйствуэть Р, называется централь- 


Фигг 88. ною осъю или осью дннамы. 


$ 98. Теорема: Всякая система силъ, дёйствующая на неизмфняемую 
систему, можеть быть приведена нъ динамф. Положимъ, что система ситъ 
приведена кт, совокупности силы Ри пары съ моментомъ М при центр 
приведешя О (фиг. 34). Разложимъ моментъ М ва два момента изъ коихъ 
одинъ 2, направаленъ по Р, другой М’ перпендикуляренъ къ Р. 

Выберемъ другой цевтрь приведешя 0’ 
слфдующимь образомъ: возставимь изъ О 
перпендикуляръ къ плоскости РОМ и отло- 
жимъ на немъ 


№ 
00' = в 
влтьво отъ силы Р. если смотрЪть съ конца 


Фиг. 34. момента №". 

Приложимъ въ 0’ двф силы равныя и 
параллельныя Р, но взаимно противоположныя (-+ Р) и (— Р). Теперь 
имфемъ: силу Р приложенную въ О’ и пару (Р, —Р) съ плечомъ 
00’ = -». Сафдовательно моменть этой пары будеть (— М’), такъ 
хакъ она вращаетъ по стрфлкф часовъ, если на нее смотрёть не съ 
конца М, а съ конца (— №). 

Моменты (+ 2/) и (— М) уничтожатся и оставутся: сила Р, прило- 
женная въ О’и моменть М, параллельный ей. Остается его перенести 
параллельно самому себЪ и получимъ динаму при центр приведения О". 

$ 99. Частные случаи приведеня силъ. дфйствующихъ на неизмёняемую 
систему. 

Т) Если: 

М. =0, 
то изъ (253) видимъ. что параметръ р дивамы равенъ вулю. Изъ чер- 


обе 


тежа (фиг. 34) видно, что въ общемъ случа: 
М, = М. сз (М, Р). 
Въ настоящемъ случаЪ слЬдовательно 
М. 03 (М.Р) =0. 

Итакъ: совокупность всъхь сил, дъйствующихь на неизминясмую си- 
стему, приводится къ одной силь, если М . соз (М, Р) =0. Такую си- 
стему можно разсматривать какъ динаму, параметрь которой равен» нулю. 

ИП) Если: 

Р= 0. 
то изъ (253) вытекаеть 
р= <. 

Итак: совокупность силъ, дЪйствующихь на неизмфняемую систему, 
эквивалентная одной парЪ, можеть быть разсматриваема какъ динама, 
параметрь которой равенъ безконечности *). 

$ 100. Статичесме моменты. Въ статикЪ (теорш равновфоя) неизм$- 
няемой системы чрезвычайно удобао пользоваться понятиями: статический 
моментъ относительно оси и статичесый момевтъ относительно точки, 
Опредфлев!е этихъ понят! дается въ слфдующихъ параграфахъ, гд® бу- 
деть выяснена также ихъ тЬсная связь съ поняцемъ о парф. 


$ 101. Статичесвй моментъ относительно точки. Статичесвимьъ момен- 
томъ силы Р относительно точки (’ (фиг. 35) называется площадь па- 
ралаелорамма О’'ОРВ, построеннаю на силь Ри на прямой 00' соеди- 
няющей точку приложеня силы Р съ данною 
точкою О. Ч 

Не трудно видфть, что статичесыЙ моментъ 


относительно точки равенъ моменту той пары, ко- 0” 4 
торая потребна для перенесеня точки приложеня 

силы Р изъ О въ 0’. ДЬйствительно: моментъ в Р 
этой пары равенъ Фиг. 35. 


р.б, 
тдЪ О’А есть перпевдикуляръ, опущенвый изъ О’на направлеше силы Р. 
Точно также и площадь упомянутаго параллелограмма равна Р. 0'А. 
Поэтому можно еще дать такое опредфлеше: статическим» моментомь 
силы Р относительно точки 0 называется произведеще Р’. О’А силы Р 
на перпендикуляръ, опущентый изъ точки 0’ на направлеше силы Р. 


$ 102. Статическй моменть относительно оси. Статическимъь момен- 
томъ силы относительно оси называется ироизведеме составленное изъ 


*) Теор!я динамы получила широкое развитие благодаря, въ особенности, 
работамь Р!аКега и Ва’. 

Рййег. Мепе беошене 4ез Каптев. 

ВаИ. Тьеогу оЁ ксгеуз. 
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‘проэкиги этой силы на плоскость перпендикулярную къ оси и изъ крат- 
майшало разстояня между силою и осью. Подъ осью здфсь разумЪется 
какая-либо данная прямая. 

'Изъ этого опредфленя вытекаеть такое: статичесьй моменть силы 
относительно оси равенъ статическому моменту проэкщи этой силы на 
плоскость перпендикулярную къ оси относительно точки пересфчешя оси 
съ ея кратчайшимъ разстоящемъ оть силы. 

СлЪдовательно, статическ моментъь силы относительно оси равенъ 
моменту пары, упомянутой въ предыдущемт, параграфЪ. 

Слфдовательно (см. $ 88), статичесме моменты относительно данной 
оси складываются въ такой равнодфйствующий статичесьй моментъ отно- 
сительно той же оси, который равенъ алгебраической сумм составляю- 
щихь статическихь моментовъ. 


$ 103. Статичесше моменты относительно осей координатъ совонуп- 
ности силъ, дЪЙствующихьъ на неизмфняемую систему. Въ сложен!и силъ, 
разобранномъ въ $ 94-омъ, Ху есть статическЙ моменть силы Й отво- 
сительно оси иксовъ; — Ух есть статичесьй моментъ силы У относительно 
оси иксовъ, и такъ далфе. СлЬдовательно: 


— У (Йу — У2) = статичесый моментъ данныхъ силъ 


относительно оси иксовъ, 
= проложеше на ось иксовъ момента 
равнодЪйствующей пары, 
М=У(Х: — #2) = статичесый моментъ данныхъ силъ 
относительно оси игрековъ, 
` — проложене на ось игрековъ мо- 
мента равнодфйствующей пары, 
М№М= У (Ух — Ху) = статическй момевтъ данныхъ силъ 
относительно оси зедовъ, 
— проложеше на ось зедовъ момента, 
равнодЪйствующей пары. 

Итакъ, статичесые моменты совокупности данвыхъ силъ относительно 
‘осей координатъ соотвфтственно равны проложешямъ на оси координатъ мо- 
мента равнодЪйствующей пары. И тв и друмя опредфляются формулами (254). 

$ 104. Удобства, представляемыя поня\емъ о статическомъ момент®, 
Статичесше моменты весьма упрощаютъ д%л0 во многихъ случаяхъ при 
изслЬдовани вращающихъ силъ. 

Напримфръ, вращающая сила р, приложенная къ ободу колеса ра- 
дуса В, уравновъшивается силою Р приложенною на разстояни > оть 
оси колеса, если 

Вр =тР. 

Проще сказать, что для поворота даннаго колеса требуется моментъ 2/, 

чЪмъ обляснять, что для его поворота требуется такая-то сила, прило- 


Но 


женная ва тавомъ-то разстоянш оть оси. Если же данъ моменть 2/ тре- 
буемый для поворота колеса, то соотношеше между силою (параллельною 
плоскости колеса) и разстоянемъ ея отъ оси представляется формулою 


ГЛАВА Ш. 
Уеловйя равновЪе!я неизмвняемой системы. 


$ 105. Услоще равновъея свободной неизмЪняемой системы. Если дви- 
жев!е неизмфняемой системы ничфмъ не стЪевяется, то она можеть быть 
въ равновфс1и только въ томъ случаф, если моменть равнодфйствующей 
пары и равнодЪйствующая сила, а слфдовательно и проложеня ихъ на 
оси координатъ равны нулю. Поэтому услов!я равновъея свободной не- 
измфняемой системы таковы: 


УХ =о 
ХУ =о0 
$2 =0 
ЗАО 
Бы бут фе вон ко «А (256) 


У (Уз — Ху=о 


$106. Условйя равновфея неизмняемой системы, инбющей одну непо- 
движную точку. Избравъ неподвижную точку за центру приведеня, зам$- 
чаемъ, что равнодЪйствующая сила, даже и не будучи нулемъ, никакого 
дЬйствя на неизмфняемую систему произвести не можеть. Поэтому въ 
настоящемъ случаЪ неизмфнлемая система будетъ въ равновфош, если мо- 
менть равнодЬйствующей пары, а слдовательно и его проложен1я на оси 
будуть равны нулю. Условя равновфея будуть таковы: 


Х (бу— У =0 
$ (Х8— 24) =0 (257) 
Х (Уз — Ху =0 
$ 107. Условйя равновфс!я неизмЪняемой системы, способной только вра- 
“щаться около н-которой оси. Примемъ эту ось за ось зедовъ. Ни равно- 
дЬйствующая сила, ни проложешя момента равнодфйствующей пары на 


оси 2 или у не могутъ двинуть такую неизибняемую систему. Поэтому не- 
обходимое и достаточное услове равновфая въ настоящемъ случа будетъ: 


Е Е (258) 


Ви лм оасодаьа 
не 


$ 108. Условйя равновЪся неизмфняемой системы, способной вращаться 
около нкоторой оси 2 и поступательно двигаться по направлению этой 
оби. Здфсь неизмфняемая система можеть быть приведена въ движене 
поступательное только проэкщею У2 равнодфйствующей силы на ось 2, 
и во вращательное —проекшею момента равнодЪфйствующей пары на ось 2. 
Слфдовательно для равновъся необходимо и достаточно, чтобы: 
$2=0 | 
Х (Уз — Ху =0 |] 
$ 109. Услове равновфс!я неизмЪняемой системы, способной двигаться 
только параллельно данной плоскости (2у/). Здфсь неизмфняемая система, 
можеть быть приведена въ движеше только силами параллельными плос- 
кости (2, у) и парою параллельною этой плоскости, Слфдовательно, для 
равновфоя необходимо и достаточно, чтобы: 


ЗУ=0 
х (Уз — Ху =0 
$ 110. Примфръ. Опредфлать положеше равновфс1я балки (фиг. 36), 
опирающейся однимъ концомъ въ горизонтальный полъ, другимъ о верти- 
кальную стфну, при чемъ нижнШ конецъ балки удер- 
живается веревкою перекинутою чрезъ блокъ съ на- 
вЪшаннымь на нее грузомъ Ри предполагается, что 
между балкою и стВною, а также между балкою и 
поломъ нфтъ никакого трен!я; вЪсъ балки равенъ 
'Усломя равновфоя будуть: 


УХх=—Р-+0,=0 


Ух = 
р .. (980) 


Фиг, 36. ХУ =—т-+ 0, =0 
ХУ ух) = 1.99 0, — "2 т 1. те. 0, =0. 
Отсюда: 

9 =ж 9, =Р 
т 
г: т 
Н?—= Приб ар: 


Послфднее уравнеше показываетъ, что чфыъ больше вЪсъ балки, тВыъЪ 
больше долженъ быть уголъ ф, то-есть — тЬмъ круче она должна быть 
поставлена для равновфс!я. 


Впослдстви мы увидимъ, что существован!е трешя звачительно изм%- 
няеть дЪло. 


фр 


ГЛАВА ШУ. 
О центр $ тяжести. 


$ 111. Общя формулы для опредфленя центра тяжести. Центр тя- 
жести есть центръ параллельныхъ силъ тяжести точекъ системы. Поэтому 
координаты центра тяжести системы, состоящей изъ отдльныхъ точекъ, 
опредфляются формулами (242). 

Посмотримъ какъ опредфзяются координаты центра тяжести сплош- 
наго твла. 

Обозначимъ чрезъ р плотность тфла. Вырфжемъ въ немъ мысленно 
безконечно малый параллелепипедъ, съ ребрами параллельными осямъ 
координатъ. Обтемъ такого параллелепипеда будеть: 

4х. ау . 4г. 

Масса его будетъ, 

т —р 42. ау. 42. 

Вфсъ каждаго такого элемента равенъ 

тд = 9.р. а. ау . аз. 

СлЪдовательно, формулы для опредфлевшя координатъ центра тяжести 
сплошного тфла получатся изъ формулъ (242) замфною въ нихъ силъ Р 
силами 9.р. 42 ау аг и замфною суммъ тройными интегралами, распро- 
страненными на весь объемъ давнаго твла. Такимъ образомъ, для опре- 
дЪлев!я координатъ цевтра тяжести сплошнаго тфла получаются формулы: 


Предвлы интегращи выясняются въ каждомъ отдфльномъ случа безъ 
особыхъ затруднен. Покажемъ это на примфрф. 


$ 112. Центръ тяжести четверти конуса. Опредфлимъ центръ тяжести 
однороднаго тёла, имфющаго видъ такой четверти конуса, которая помф- 
щается между плоскостями координать (фиг. 37), если ось конуса напра- 
влена по оси иксовъ, и основан!е отстоитъ отъ вершины, помфщенной въ 
начал координатъ, на разстояи а. 


= 8 — у 

Приготовимъ предварительно для настоящаго случая интегралы, вхо- 
дяще въ формулы (261). 

Уравнене конуса таково: 


УИ... :..... (262) _ 
х гдЪ Ё есть тангенсъ угла, составляе- 
в маго образующею съ осью конуса. 
Изъ (262) имфемъ: 
в =Уйт—у. 
Предфлы по оси # будуть: ои 
Уря. 


Предфлы по оси у будуть: о и (=. 
Предфлы по оси 2 будуть: о и а. 
Фиг. 31. Вычисляемъ: 

Увя-пы а ы а 


Пан = 
Далфе, пользулсь формулою 


Гит=я =1 р И — у. «в (# |, 


А 
получимъ 


№ а а 
ГГиез= те — Г УЕ 
уу - 


3}? — у? ах ау. 


ро 


Р-Н 22°. агзь (*) = 
Ах 


о 


Итакъ, въ настоящемъ случаЪ: 


ен 


Вычисляемъ теперь 
Уве лы 


: Деве =, [нету 
-:/. уве уни. "(2 = 


. (263) 


1 РО: __ ая. 
=} = = 16 


5 


оаадбыстныйй 


ет 


Итакъ, въ настоящемъ случа: 


ДЛ Геша = = о (964) 


Вычисляемъ теперь: 


СДД реньы р ию 


Далфе пользуясь формулою: 


Г У —Ущ=—1 (е- и, 


получимъ: 


ры 


а вк 


: ва 
—У 424 =— [а — у] ) 42 = 
3, о 


Итакъ, въ настоящемъ случа: 


в 
Гаваи = ие (265) 


Наконець вычисляемъ: 
Ува № а 


у Ди ЛР ух А 
ее а? 2" ; 
еее аи | еганы-1 | уши= 
о 52 $5 
а Е № БВ в А Ла 
7 Г. =} =! 12° 
$ ; 


$ 


Итавъ, въ настоящемъ случаЪ: 


Е к 


Подставляя теперь приготовленные въ (263), 264), (265), (266) инте- 


гралы въ (261), получимъ: 


з 
—а 
4 
—_ 
Ур (267) 
и 
2=—а 


Изъ чертежа (фиг. 37) видно, что АБ — ва. 
Изъ формулъ (267) видно, что для опредфленя центра тяжести чет- 
верти конуса надо отъ точки С, лежащей на разстояни ее а отъ вер- 


- АВ | 
шины, я Сср=== -Е и изъ ТТ параллельно оси 2 отложить 
75 = — . Точка 5 и "бдеть центромъ тяжести данной четверти конуса. 


Изъ того примфра видно, что формулы (261) имфють совершенно 
общий (приложимый ко всякому случаю сплошного тёла) характеръ, но 
требують сложныхъ вычисленй. Поэтому стараются рЪфшать задачи на 
опредфлен!е центра тяжести боле простыми путями, если это возможно. 
Къ рьшеню такихъ задачь мы и перейдемъ. 


$ 113. Центръ тяжести дуги окружности. Примемъ биссевтрису цен- 
тральнаго угла, опирающагося на данную дугу за ось игрековъ, перпен- 
дикулярный даметрь—за ось иксовъ. По 


г 5 (242) имфемъ: 
Ч В __ Ут 
у = 

тДВ т суть эементы массъ пропорщональ- 
ные вЪсу; ови пропорщюнальны элементамъ 
дуги. Поэтому называя элементы дуги чрезъ 
8,, 3: 5, 84... И обозначая ихъ координаты 
соотвЪтственными значками, получимъ: 

о р х 

Фиг, 38. 


+ 068) 
+ +. 


у = 
Изъ подобля треугольниковъ абс и оар (фиг. 38) имфемъ: 
а ов 
% ар 
Обозначая чрезъ & проложеше на ось икеовъ дугового элемента 46, 
получимъ: 


‘Отсюда: 


. 


ПЕ 


Подставляя въ (268), получимт: 


— 8 г.аВ 
-9—`55 — диз АВ 


Обозначая чрезъ ф половину центральнаго угла АОВ, получимъ: 


2". тиф т $ 
аи". 
%.$ $ 


У=е. 
Итак: 


По симметри же дуги АВ относительно оси’ у ВИДИМЪ, ЧТО: 
х= 0. 

`Итакъ: Центрь тяжести круповой дупи лежить на биссектрисьь с0- 

отвутетвеннало центрадьнаю ла въ ‘разстояни 7. г ото центра. 
т 

$ 114. Центръ тяжести полуокружности лежитъ, очевидно, на радусь 
перпендикулярномъ къ ея даметру. 

Для опредвленя его разстояшя отъ центра достаточно въ формуд% (269) 
положить: 


Получимъ: 


$ 115. Центръ тяжести площади треугольника. Разбивая площаль тре- 
‘угольника (фиг. 39) на безконечно узыя площади параллельныя осно- 
ванию, замфчаемъ, что центры тяжести вефхъ 
такихъ полосокъ лежать на прямой, соеди- 
няющей вершину съ срединою основаня, такъ 
какъ эта прямая дёлить пополамъ всЪ пря- Е 
мыя, проведенныя въ треугольникЬ парал- Г 


ъ‚лельно основаню. Центръ тяжести всей ило- А / с 
щади треугольника есть центръ тяжести цен- 2 
тровъ тяжести такихъ полосокъ. Поэтому онъ Фиг. 39. 


лежитъ на каждой изъ прямыхъ, соединяющихь 
вершину треугольника съ срединою противуположной стороны. Так я прямыя 
называются медфанами, которыя,какъ извфстно, пересфкаются въ олной точкЪ. 
Итакъ: Центръ тяжести площади треуюльника находится на пере- 
смены мебанъ. 
Изъ подобя треугольниковъ имфемъ: 


598 — 


СлЪфдовательно: 
В0=3 ВР. 


Поэтому можво сказать таже: Центрь тяжести площади треуоль- 
ника лежить на меданть вь разстояни ы ъ‚меданы оть вершины. 

$ 116. Центрь тяжести кругового сектора. Разбивъ мысленно безко- 

нечно близкими радусами (фиг. 40) весь секторь на безконечно малые 

треугольники, заключаемъ, по предыдущему параграфу, что центры тя- 

жести всфхъ такихъ эдементарныхъ треугольниковъ ле- 

жать на дуг описанной радусомъ 3’ изъ центра. 

Центръ тяжести всего сектора лежить, очевидно, въ 

центрЪ тяжести этой дуги, а послфдн!Й, согласно $ 113-му, 

лежить на разстояши равномъ произведеню радуса, 

дуги на отношеше “"?. Сафдовательно центръ тяже- 


сти сектора лежить на разстояни 
Фиг. 40. 


2 эт Ф о 
Иер бер . ‚@ту 
отъ центра. 
$ 117. Центръ тяжести площади полукруга. Полагая въ (271) 
ы 
о 


получимъ, что разстояше центра тяжести площади полукруга отъ центра 
равно: 


т 
8. 


$ 118. Центръ тяжести поверхности сферическаго пояса. Изъ геометрии 
извфетно, что поверхность сферическаго пояса равна: 
Эй, 


гдЪ › радусъ, А высота пояса. Центру. 
тажести такой поверхности, какъ вилно- 


> 
р ах изъ симметрии, лежитъ на рад1усв, перпен- 
дикулярномъ основан!ю пояса. Плоскость 
И Ы паразлельная основаню и проходящая 
чрезъ центръ тяжести должна разсфкать. 
поясъ на части имфющ равныя массы 
и, слфдовательно, ва части имфюция 
равныя площади. Такая плоскость проходить чрезъ средину высоты № 
(фиг. 41), потому что она дфлить поясъ ва 2 части, равныя 2</ эт: 


Сдфдовательно: Центрь тяжести поверхности сферическаю пояса. 
лежить на срединъ ею высоты. 


Фиг. 41. 


Е 


$ 119. Центръ тяжести поверхности полушария. Изъ предыдущаго пара- 
графа садуетъ, что: 

Центрь тяжести поверхности полушария лежить на срединъь радёуса 
перпендикулярнаю къ ею основанёо. 

$ 120. Центрь тяжести объема тетраэдра. Разобьемь тетраодръ 
(фиг. 42) на треугольныя пластинки паразлельныя его основан!ю. Благо- 
даря взаимному подобю этихъ пластинокъ 
ихъ центры тяжести лежатъ на прямой, со- 
единяющей вершиву 2/ съ центромъ тяжести 
п основашя М№РО. По $ 115-ому 


1 
= №р. 


Точно такъ же можно сказать, что, центръ 
тяжести тетраэдра лежитъ ва прямой № т, 
соединяющей вершину № съ центромъ тя- 
жести т грани №РО и что: 


т= Е р. 


Слфдовательно, центръ тяжести тетраэдра лежить въ точкЪ перес\- 
чен!я прямыхъ Мин №7, соединяющихь вершины съ центрами тяжести 
противуположныхь граней. 

Изъ подобя треугольниковъ имфемъ: 


1 
Е ММ. 
от = ь ОМ. 
= 0%. 
Слфдовательно: 
от = т №т. 
= 
Х0= 1 и. 


Итакъ: Центръ тяжести тетраэдра лежить на прямой, соединяю- 
щей вершину сз центромь тяжести противуположной 1рани, въ разсто- 


янш отъ вершины равномь + этой прямой. 


$ 121. Центръ тяжести многогранной пирамиды. Разбивъ многогранную 
пирамиду на тетраэдры, имфюпие общую съ пирамидою вершину, и с0- 
гласно предыдущему параграфу, завлючаемъ, что: 

Центръ тяжести мнототранной пирамиды лежит» на прямой, соеди- 
няющей вершину пирамиды съ центромъ тяжести ея основания, въ раз- 


стоянии оть вершины равномь + этой прямой. 


В, Б. Делоне. — Бурсь теоретической механики 2 вал. 1 
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$ 122. Центръ тяжести объема прямого круглаго конуса. Разсматривая 
прямой круглый конусъ какъ пирамиду съ безконечнымъ числомъ граней, 
согласно съ $ 121-ымъ находимъ, что: 

Центръ тяжести объема прямо крузлазо конуса лежить на его вы, 


з 
сотъ въ этой высоты отъ вершины. 


$ 123. Центръ тяжести боковой поверхности прямаго круглаго конуса. 
Разбивая такую поверхность на безконечно малые треугольники, имфющуе 
вершины въ вершин® конуса и основав! я на окружности его основатя, 
заключаемъ, согласно съ $ 115-мъ, что: 

Центр» тяжести боковой поверхности прямаю круълало конуса ле- 
эжитъ на прямой, соединяющей вершину конуса съ центромь основан я, 
на разстояви Е этой прямой оть вершины. 

$ 124. Теорема Гюльдена - Паппуса о поверхностяхь. Положимъ, что 
плоская кривая АВ (фиг. 43), вращаясь около лежащей въ ея плоскости 
оси у, описываеть нЪкоторую поверхность 
вращев!я. Разобъемь кривую АВ ва безко- 
нечно малые элемевты 5. Раземотримъ поясъ, 
описанный однимъ изъ такихъ элементовъ. 
Обозначимь чрезь < разстояве алемента 8 
оть оси у. Поверхность пояса, описаннаго 
элементовъ 8, будетъ 

Экх . 8. 


Поверхность всего тЪла будетъ 
3 = ХЭле. 8 == 9=уж.ё .. (979) 


Разстояве же центра тяжести дуги АВ 
отъ оси у, согласно съ (242) будетъ: 


Фиг. 43. 


Отсюда: 
31.8=#. АВ. 


Вставляя вЪ (272), получимъ формулу: 
2... : 0... 9 


выражающую теорему Гюльдена-Паппуса: Поверхность тъьла вращеня 
равна произведению длины окружности, описываемой центром» тяжести 
меридана, на длину меридгана. 

$ 125. Теорема Гюльдена-Паппуса объ объемахь. Представимъ себ 
тфло вращеня (фиг. 44), образованное вращенемъ фигуры $ около оси у, 
лежащей въ плоскости этой фигуры. Обозначимъ чрезъ з площадь вра- 


бы 


цаемой фигуры, чрезъ 8 —элементь этой площади, находящёйся на раз - 
<тоявш 2 отъ оси у. 
При одномъ полномъ оборот элементъ 2 описываетъ путь: 
2=х 
и объемь 
2=х .8. 
Объемъ всего тБаа вращен!я ее 
У, 45,28, .. нь (274) 


Координата центра тяжести площади $, согласно (212) будеть: 


. — _ 28 
я = Ух = 
Отсюда: 5 
$28 =#.з. 
Ветавляя въ (274) получимъ формулу 
ие НЕ (275) 


выражающую вторую теорему Гюльдена-Папиуса: Объем» тьла вращешя 
‘равень произведеню площади вращаемой филуры, лежащей въ плоскости 
‚меридана, на путь, пройденный ся центромь тяжести в» теченщ пол- 
назо оборота. 

$ 126. Примфръ: поверхность и 
‘объемъ тора. Кольцо, образуемое вра- 


ео 


Фиг. 44. Фиг. 45. 


_ щешемъ круга радуса г около оси у (фиг. 45), лежащей въ плоскости 
этого круга, называется поромз. Обозначимъ чрезъ Ё разстояше цевтра 
вращаемаго круга отъ оси вращен!я. По первой теорем Гюльдена по- 
верхность тора равна: 

2=Е. Экг = 4х? В», 


По второй теорем Гюльдена объемъ тора равенъ: 
2= Е . пт? — 25? Виа. 


ОТДЪЛЪ Ш. 


Движен!е какой бы то ни было сиетемы 
точекъ. 


ГЛАВА Г. 


Обшя уравнен!я механики. 


$ 127. Основная формула Лагранжа. Какова бы ни была данная си- 
стема точекъ, находящаяся подъ дЪйстйемъ какихъ бы то ни было силъ,— 
относительно ея можно разсуждать слфдующимъ образомъ, примфняя къ 
ней начало Даламбера ($ 75) и принцишь возможныхь перемфщенИ® 
(& 67). 

Условимся обозначать значками 1, 9, 3... величины, относяпияся къ 
первой, второй, третьей ... точкамъ. Проложеня потерянвыхъ силъ будуть: 


Х, —т, с 
У, — т, ти 
з 
в г Ея (216) 
Х — м, Ча 
У, — т, аа 


Обозначимъ проложеня возможныхъ перемфщен!й ва оси коордиватъ 
чрезъ 22,, ду;, 52, бл», ву, ... Припомнимь формулу (183) выражающую, 
что для равновЪс1я точки необходимо и достаточно, чтобы элементарная 
работа была бы не больше нуля 


Хх -+ У 2 =0........ (183) 


Начало Даламбера состоить въ томъ, что потерянныя силы должны 
уравновЪшиваться въ течени движен!я. СлЪфдовательно проложеня (276), 
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потерянныхъ силъ должны удовлетворять условю равновфеля (183). Дру- 
тими словами: чтобы получить услове равновфсйя потерянныхъ силъ, ко- 
торое должно быть всегда удовлетворено, необходимо и достаточно под- 
ставить вмфсто Х, У, 2 выражешя (276) въ формулу 

$ [Ха ++ У А =0..10.. (277) 


представляющую собою распространев!е ва сигтему формулы (183). 
Получимъ: 


4х7 4?у а4*:\. 
хх") = (У т У (2 т) 0-79) 


Эта формула представляеть собою услове равновъея потерянныхъ 
<илъ. Это услове, согласно началу Даламбера, должно удовлетворяться 
во всякомъ движени. Поэтому формула (278) представляетъ собою самую 
общую формулу движен!я. Опа была найдена Лагравжемъ (Гасгапее 
1136—1813) и выражаеть движеве какой бы то ни быдо системы то- 
чекъ, будетъ ли эта система отдфльныхъ точекъ или сплошное т%ло — 
твердое, жидкое или газообразное. 

Веь явлешя неорганическаго м!ра приводятся къ движеню. Всякими 
движенями управляетъь формула (278). Такимъ образомъ, формула (278) 
‘управляетъь всфии явлешямя неоргавическаго м!ра—она представляеть 
<0бою обпий м!ровой законъ. 

$ 128. Обобщеше поняття о связяхъ. Движене одной точки можеть 
быть, какъ мы видЪаи ($ 60, 61), стЬенено тЪмъ, что точка принуждева 
двигаться по поверхности иля по лин!и, представляющей собою перес\- 
еше двухъ поверхностей. Ташя поверхности носятъ назван е связей. 

Но въ систем точекъ могуть существовать стБоненя другого рода. 
Напримфръ, дв камя-нибудь точки (2;, у, 21) и (2,, у», 2.) системы 
могуть быть подчинены услов!ю, что разстояв!е между ними Ё остается 
въ теченш ‘движев!я неизибннымь. Эго усломе можеть быть выражено 
‘равенствомъ: 

(2; — 2) (у, — У (в, — 4) — № =0.. . (219) 

Стьснеше движеня можеть, папримфръ, состоять въ томъ, что раз- 
<тоаше между двумя точками системы можеть сдфлаться меньше В но не 
можеть сдфлаться больше Ё. Такому стёенению движеня подвергаются дв 
точкй, связанныя между собою гибкою нитью даины В. Это стенеше 
4евязь) можеть быть выражено неравенствомъ: 


(1, — 21) + (у, — у) + @, — в) — В =0. .. (280) 

Формулы, подобныя (279) или (280), а также формулы, относянцяся 

5ъ удерживающимь или неудерживающимь поверхностямъ, выражающя 

тасвешя движешя системы, называются связями. Связи, какъ мы видимъ, 
васуть быть выражевы равенствами или неравенствами. 
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$ 129. Уравнеше Лагранжа въ 1-ой формЪ. Въ приложени къ опредф- 
ленной задачф общая формула (278) распадается, какъ мы это сейчасъ: 
увидимъ, ва цфлую сислему дифференщальныхъ уравнен!й, выведенныхъ 
Лагранжемъ помощью способа неопредфленныхъ множителей. Приведем 
этотъ знаменитый выводъ. 

Выфсто того чтобы писать 


условимся писать въ формулВ (2 


въ связяхъ 


предполагая, что величины бт и &/ суть совершенно неопредфленвыя ве- 
личины, обладающия только тбмъ свойствомъ, что въ случа существованя 
равенства онЪ равны (вмфстЬ или порозвь, смотря по условно задачи) 
нулю; въ случа же неравенства онЪ (вмфсть или порознь) отрицательны. 
Положимтъ, что усломя задачи вводять связи : 


9, 91, А ик 

Ве ор ЗА сес Роды ВЧЕАЯЕ 

ЭТ, - [ 

и. 8х, + ЗЕ: ПУ =0 . (281) 
9%. № а 

к, + ду, р. =0 | 


Формулу (278) напишемъ въ видЪ: 
42а ау 42\. 
(ах тр) + (2—и=)*]= =. . (282) 


Помножимъ 1-0е изъ уравненй (281) на неопредфленный множи- 
тель \,, 2-0е на /,... и сложимъ ихъ всёхъ выфстЬ и съ уравнешемъ 
(282). Получимъ: 


= 2 + ^,0Д -+ ^,5/, + ... + №8 
гдВ У распространяется на всф точки системы, число коихъ обозначимъ 
чрезъ и. ЗдФеь содержатся, слЪдовательно бх,, ду,, д2,, 8х, ЗУ, 82., 8%; 
Выберемъ множители ^,, ^,, ^,...^, такъ, чтобы коэффищевты при № 
величинахъ 6л,, бу, ...были нулями. Тогда остальныя 3и— изъ такихь 


— №3 — 


величинъ будуть совершенно произвольны, ибо стфеняющихъ услов!й (281) 
было только #. Поэтому коэффищенты при остальныхъ 3н—й проложе- 
яхь возможныхь перемфщен! должны быть равными вулю для суще- 
ствованя уравненя (283). 
Итакъ, всё коэффищенты при &х,, бу,, 82, 62, ... равны нулю. 
Такимъ образомъ получается система 3% дифференщальныхъ уравнен!й: 


4’. - % 9 0 | 
Х,—т, че» % + инь 0 | 
я | 
= к 
Х,—т, день + + =0 
‚= 
ау, 91, 0 у 
Хи = 
т А А ... (084) 
22. 5 9А А 91, 
Я, —т дв. + 9 —^, ов =. м =0 | 
м ее = | 
4:2, 91 9Г, 91, | 
2, —т, ав’ + № тя ^, та ат | 
| 


Кром\ того имфемъ систему Х связей: 


Га (=, у, 2, т. 
Р (&,, У, 2, 2, 


Л (т,, Уз» 2, -..) = 0/, 

Исключивъ изъ (284) множителей ^ получимъ 3п — ® уравнений, 
которыя вмфстВ съ Ё уравненями (285) дадутъ 3» уравненй, ршающахь 
задачу. Обыкновенно пишуть совмфстно уравненя (284) и (285) и на- 
зывають эту систему уравнев! уравнешями Лагранжа въ 1-ой форм%. 

Теперь мы приведемъ важнЪйшие и наиболфе обще выводы, кото- 
рые можно сдфлать изъ основной формулы (282), называемые началами 
механики, потому что каждый изъ нихъ, будучи хотя только частнымъ 
случаемъ закона (282), служитъ общимъ началомъ для рышеня обширной 
труппы механическихъ вопросовъ. 


ГЛАВА ИП. 


Начало сохранен!я движен!я центра инерщи. 


$ 130. Дифференщальныя уравненя начала сохраненя движен!я центра. 
инерщи. Та точка системы, которая, въ случаь дфйств!я силы тажести 
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называется центромъ тяжести, въ случаЪ дЪйств!я какихъ бы то ни было 
силъ называется цевтромъь инерщи. 

Примфнимъ формулу (282) къ такой систем, Оля которой возможно 
всякое поступательное движене. Это значить, что всь точки системы 
могуть имфть общее перемфщеше имфющее проложешями ба, 68, 6 оди- 
наковые для вефхъ точекъ, и точки могуть произвести такое перемфщене 
въ любомъ направленш, такъ вакъ поступательнымь движенемъ системы 
мы называемъ такое ея движене, при которомъ вс траектор!и взаимно па- 
раллельны, вс проходимые одновременно пути равны и всЪ скорости равны. 

Если, согласно такому предположен!ю, возможныя перемфщеня всфхъ 
точекъ имфють одни и ть же проложешя ба, 88, 21, то ихъ можно въ 
формул (282) вывести за знакъ суммы, и тогда получимъ: 

2. з : 
му (х—тче) + (уфиши) а (2—= == . (286) 

Но мы предположили, что всякое поступательное движеше системы 
возможно. Слфдовательно величины да, 88, 5% совершенно произвольны: 
он не связаны между собою никакою зависимостью. Формула (286) не 
выражаеть никакой зависимости между да, 88, бу только въ томъ слу- 
ча, если коэффищенты при этихъ величинахъ порознь равны нулю. Сд®- 
довательно: система, для которой возможно всякое перемфщене, должна, 
удовлетворять уравненямъ: 


*(х —т ав) = | 
(ии) =° обр . (287) 
(е-" а) о | 
Эти уравнены равносильны такимт: 
т ах | 
Ут с ее» узоры (288) 


Уравнешя (287) или (288) называются дифференщальными уравне- 
ями сохранешя движешя центра тяжести. Причина такого назвашя 
будеть выяснена въ слфдующемъ параграфЪ. 

$ 131. Начало сохранешя движеня центра инерщи въ случаф суще- 
ствовашя внЪшнихь силъ. Вь томъ случаф, если на систему дЪйствуеть 


— 1% — 


тяжесть, уравнения (242) получаютъ видъ: 


По сокращени на 0 и обозназая массу Ут всей системы чрезъ М 
преобразуемъ уравнев!я (289) въ тавя: 


Ма = Утх 
ВЕ Ыо [|625 >=- > са (290) 
М2 = Зи: | 
Дифференцируя ихъ два раза, получимъ 
42% 2х 
= в 
Мата 
Е СЬ Г 2 АиИе ВИС. 291 
М ав = Ут ав ... : (291) 
у 4: г 
Аа 
Сравнивая (291) съ (288), получимьъ уравненя: 
ее ах 
д - 32 
ИЕ, тыс кв 3295 
М = У -., - (29) 
<: 
к = 


Боторыя тоже могуть быть названы дифференщальными уравневями со- 
хранешя движен!я центра тяжести. Сравнивая ихъ съ уравнен!ями (117) 
получимъ слфдующее выражен!е вачала сохранешя движен!я центра инер- 
фи. Центрь инериги системы, способной имтть всякое поступательное 
Эеижене, движется такз, какъ будто въ немь была сосредоточена масса 
всей системы и всъ силы. 

Отсюда слфдуетъ, напримфръ, что вылетающая изъ ружья въ пустоть 
дробь летитъ тавъ, что центръ тяжести вефхъ дробинокъ описываеть 
тт 2е самую траектор!ю, которую описалъ бы центръ пули, если бы при 
Т&хь же усломяхъ и по тому же направлению выстрлъь былъ произве- 
левъ пулею. Здфсь внфшняя сила, дЪйствующая на систему, есть сила 
ТЕЖеСТИ. ль 
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Другой примфръ: центрь тяжести разлетающихся во всё стороны - 
осколковь транаты описываеть ту же самую траекторию, которую опи- 
салъ бы цевтръ тяжести гранаты, если бы она не лопнула. Если и бы- 
ваеть трудно во многихъ задачахъ опредфлить движене всей системы, 
то по крайней мЪрь движене ея центра тяжести опредФаяется сравни- 
тельно легко по изложенному выше началу. 

$ 132. Начало сохранешя движеня центра инерщи въ случаЪ отсут- 
ствя внфшнихь силь. Если на систему не дЬйствують никаыя внфшшя 
силы, а только силы взаимнаго притяжен!я или отталкиван!я составляю- 
щихъ систему матеральныхь точекъ, то: 


УХ =0 
ХУ =0 
х4 =0о 
и уравненя (292) принимають видъ: 
4 
Ал ав = 0 
О ос 298) 
изи=о (293) 
42: 
м ж = 


Эти уравненя (293) весьма просто интегрируются. А именно: первые 
интегралы ихъ суть: 


@х 

МВ 

м я А с (294) 
42 

а 


тд 6,, Ь,, Ь, суть постоянныя интеграцши. Интегрируя уравнев!я (294), 
получимъ вторые интегралы уравнен (293): 


Ме а, +в | 


Эти уравнешя (295) показываютъ, что, в» случа» отсутствёя вниш- 
михъ силъ центръ тяжести системы движется равномърно и прямоли- 
‚нейно, потому что уравненя эти зинейныя (1-го порядка) относительно 
2, 9, 2, 1. 
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Изъ вихъ имфемъ: 


.‚-У(=)-(@) Е НН У 
4 м 
Солнечная система, напримфръ, настолько удалена оть всъхъ нено- 
ДВИЖНЫХЪ звЪздъ, что подвержена только взаимнымъ притяженямъ пла- 
неть и солнца. Поэтому центрь тяжести солнечной системы движется 
равномфрно и прямолинейно. Наблюдения дфйствительно показали, что 


такое движеше происходить и что оно направлено къ созвЪздию Гер- 
кулеса. 


ГЛАВА Ш. 
Начало сохранен!я живой силы. 


$ 133. Начало сохраненя живой силы. Мы видфли, что нфкоторыя изъ 
связей представляются поверхностями, по которымъ принуждена двигаться 
та или другая точка системы. Пусть АВ (фиг. 46) представляеть собою 
такую поверхность. Эта поверхность не измЪняеть своего вида, если козф- 
фищенты ея уравнев!я не зависять оть времеви. 
Въ такомъ случаъ перемфщеня точки могутъ со- в 
вершаться по этой поверхности, и потому возмож- г. . 
ныя перемфщеня 8х, бу, д= будуть тождественвы ( В 
съ 4х, 4у, 42, удовлетворяющими уравневю: 

% 


у 4: =0. Фиг. 46. 


= 2 -- и ты.) — 

Еели же уравнев!е связи содержить время, то дфло происходить иначе. 
На чертежь (фиг. 46) изображевы два положев!я измфняющейся связи. 
Здфсь перемфщен!е аб точки не тождественно съ перемвщешемъ ея по 
поверхности въ первоначальномъ видф. Слфдовательно здъеь дж, 8у, 2 
не тождественны сь 4х, 4у, 42. 

Остановимся на первомъ случаЪ: предположимъ, что коэффищенты 
‘уравнешя связей ие зависять оть времени. 

Въ этомъ случаЪ въ основной формулв (278): 


:|(х =) вт (тие) (2—те) м0. . (218) 


величины &х, бу, 8; могутъ быть замфнены дифферевщалами 42, 4х, 42. 
ПослЪ такой замфны основная формула (278) обращается въ: 


вх ен) (2 = )«|=°. . 696) 
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Отсюда: 


4: 


я = 
т (= +4 че ав 


и “)= = Х (Хаз + Тау-+ 24)... (997) 


Введемъ еще новое услове: положим, что ве» данныя силы имъють 


потенцальную функитю (7. Тогда (297) обращается вт: 


у = 90 ви 
г (1 и “)= (= ++, 4) 8) 


Величина въ правой части этого уравневя есть полный дифферен- 
щалъ 00. Слфдовательно (298) обращается въ: 


4х у 4: ых 
Ут (^ Раг-- баг) = 
Ут (= ас ав ау ав &)—в0 а (299) 


'Преобразуемъ теперь лБвую часть уравнешя (299). Для этого при- 


помнимъ, что: 
__ [9=\* тау\® (а= 
"= (=) (м 1+ ()- 


Отсюда: Я РИ в 
| а 
ква 
‘Слфдовательно (299) обращается въ: 
: арт. нь р аь (301) 
Ивтегрируя (301), получим: 
х а бое иа их (309) 


тдв С постоянная интегращи. Подожимъ, что въ нЪкоторый моменть ско- 
рость была Т., потенщальная фунвкщя была 0’.. Тогда для этого момента 
(302) приметъ видъ: 


ту? 
х "Е 


Ве ыы т 


Величина ры называется живою силою системы. Уравнеше (304) 


выражаетъ Е начало сохраненя живой силы. Пояснимъ, въ чемъ 
оно состоитъ. 
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Замфтимь, что О есть функшёя положеншя, то есть функщя только 
координать 2, у, г; при данныхъ 2, у, 2 для вебхъ точекъ системы 
функщя О’ привимаеть вполаз опредфленное значенше: при данномъ рас- 
положени точекъ системы О имфеть вполнф опредфленную везичину. 
Уравнеше (304) показываеть, слфдовательно, что: при перемтщенёи си- 
стемы изъ одною расположешя въ друюе разность живыхь силъ, кото- 
рыя система имъла въ 1-мь и в0 2-мъ расположетяхь, равна разности 
соотвътствующихь потеншальныхь функций. 

Но, если система, выходя изъ даннаго расположеня, возвращается 
5ъЪ нему же, переходя чрезъ рядъ другахъ расположевай, то /— 0=0. 


Тогда, согласно (304), получимъ: . 
х ту? Шу” 
2 ам 


СлЪдовательно: при возвращени системы къ прежнему расположенйю 
и живая сила ея принимаеть опять ту же величину, какую она имтла 
въ атомъ прежнемь ‘расположети. Въ этомъ и состоитъ начало сохране- 
ея живой силы. 

Оно можеть быть выражено еще иначе. Уравнеше (304) показываетъ, 
что приращевне живой силы системы зависитъ только отъ перваго и по- 
слфдняго значеня потенщальной функцш, зависить, слфдовательно, только. 
оть коорзинать точекъ системы въ первомъ расположени и отъ коорди- 
натъ точекъ системы въ послфднемъ расположени и ме зависить отъ ко- 
ордивать промежуточныхъ расподожев!й. Слфдовательно: 

„По какимь бы путямь, подъ дъйствемь данныхь силъ, система ни 
переходила изъ однозо расположеня въ друое,—приращеше живой силы 
остается тъмь же. 

$ 134. Уравнеше живой силы. Уравнев!ю (504) можно придать другой 
видъ и начало сохранешя живой силы формулировать иначе, именно 
такъ, какъ это удобно для практической механики. т 

Лфвая часть уравнев!я (297), какъ мы видфли, равна 4Х "г ; пра- 
вая часть уравневя (297) есть сумма элементарныхь работь вефхъ дВй- 
ствующихъ на систему силъ (см. $ 67). 

Сумма работъ вефхъ дйствующихь на систему силъ называется ра- 
ботою этихъ силъ. Слфдовательно уравненю (301) можно дать видъь: 


ту? _ работь вебхъ силъ дЪйствующихъ | 


ах (305) 
на систему въ течеши времени 4. ] 
Поэтому Е _*% ее равно работь Т всьхъ дЬйствующихь на 
систему силъ за время # — &. Итакъ: 
ту? т 
Е в: НАК а ВОВ 
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Уравнеше (306) называется уравнешемь живой силы. Оно выра- 
жается словами такъ. 

Приращеще живой силы равно работъ; при чемъ подразумФвается 
работа силъ, дфйствовавшихъ на систему за время, въ течеши котораго 
это приращене живой силы совершилось. Изъ этой теоремы и изъ ска- 
заннаго въ концф $ 133 выводимъ: Работа дъйствующихь силь, потреб- 
нал для перевода системы изъ одною расположешя въ друюе, не зави- 
©итз оть путей, по которымь этот» переходь происходить. 

По этой теорем оказывается, что для поднятя даннаго груза на 
данную высоту требуется совершенно опредфаенная работа, величина 
которой не зависить отъ устройства подъемныхъ приспособлен!й: будемъ, 
ли мы поднимать грузъ вертикально или по наклонной плоскости или 
иною машиною, будемъ-ли мы его поднимать тихо или скоро, работа по- 
требная для поднямя груза будетъ одна и та же. Мы можемъ измфнять 
только силу потребную для подъема, а именно: въ течени долгаго вре- 
мени можно подвять на извфетную высоту данный трузъ меньшею силою 
чфыъ въ течеши короткаго, но работу придется затратить ту же. Здфсь 
говорится о всвхъ силахъ, побЪждающихъ или способствующих дёйств!ю 
силы тяжести груза, сл®довательно и о такихъ сопротивлен!яхъ, какъ тре- 
1е, такъ что понятно, что чфмъ мевьше треше въ подъемной машин$, 
тЬыъ меньшая работа требуется оть поднимающихь сизъ 

Принципъ, выражаемый уравненемъ живой силы, выражается практи- 
ками, не совсфиъ точно, словами: произрывая въ скорости, вышарываемь въ 
сил: дЪйсТвуя съ большою скоростью на длинный конець рычага или 
на конець полиспаста (таля) поднимаемъ грузъ, прикрфиленный къ корот- 
кому концу рычага, или къ другому ковцу таля, съ малою скоростью, но 
зато такимъ приспособдещшемь можемъ малою силою поднять большой 
грузъ. Однако, пренебрегая трешемъ, замфтимъ, что положительная работа 
малой подъемной силы на большомъ пути, проходимомъ точкою ея при- 
ложен!я, въ точности равна отрицательной работ большого груза на ма- 
ломъ пути проходимомъ точкою его приложеня, если грузъ поднимается 
равномЪрно. 

$ 135. Уравнеше сохраненя энерги. Уравненю (304) можно придать 
еще третйй видъ, имфюший особенно важное значене въ физикЪ. Избе- 
ремъ тотъ моменть, для котораго мы обозначаемъ скорость чрезъ У.» 
потенщалъ чрезъ Ох, такъ, чтобы для этого момента потенщальная функ- 
щя принимала свою максимальную величину, такъ чтобы: 


=. 
Уравнеше (304) приметь видъ: 


: 
я". 


— 111 — 


Но ее есть величина постоянная. Слфдовательно 
ы 
рый ОЕ ее ИАН (307) 


Величину Х ТР? то есть живую силу называють кинетическою энер- 
ри 
звею системы. 

Величину (0„„. — 0) называють потеншёальною энернею системы. 

Сумму киветической и потенщальной энерг!и называють яюлною энер- 
иею системы. 

Уравнен!е (307) показываетъ, что полная энерия системы есть вели- 
чина постоянная. Это уравнеше (307) служить математическимъ выра- 
ъжешемъ знаменитаго закона сохранешя энергии. 

$ 136. Условйя при которыхъ существуеть потенщальная функщя. Мы 
видфли, что начало сохранения живой силы примфнимо только къ такимъ, 
«лучаямъ, когда для дЪйствующихь силъ существуетъ потенщальная функ- 
ця. Докажемъ, что она существуеть въ одномъ весьма общемь классь 
<лучаевъ. . 

Теорема: Если разсматривается движеще такой Фистемы, вь кото- 
рой не дъйствують никакя силы кромь притяжешя къ неподвижнымь 
центрам» и притяжешй точекь между собою,— то, по какому-бы закону 
‘ни дъйствовали эти притяженя, вседа для таколо движеншя суще- 
ствуеть такая функия 0 координат» точекъ, производныя которой то 
этимь координатамъ равны проложешямь силь на оси координать. Эта 
функщя О и вазывается потеншальною фувкщею. Для доказательства, 
этой теоремы разсмотримъ три случая. 

1) Точка (х, у, 2) притязивается неподвижнымь центром» (а, Ъ, 6). 

Разстояв!е 7 точки оть центра опредфляется формулою: 


г = У — аи ео). 
Дифференцируя по 2, получимъ: 
ть. д—а 2—а 
2 Ува кое !о 
Называя чрезъ а, В, 1 углы, образованные разстоящемъ х съ осями 
координатъ, получим: 


зы: 
ре 
< Точно такъ же получимъ: 
д ау А ВЫ 
РР 
9 
2 — 081 
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Слфдовательно проложешя Х, У, 2 притяжешя (— Р) оказываемаго 
центромъ на точку будутъ: 


АВЕ В) синее ри 
95 

У=—Р. м8 = —-Р% ани (309) 
о 
д" 

2=—Р. 01 = — Ро, 


Называя чрезъь ( инвтегралъ / — Ра’. то есть полагая: 


ре ТЕ ИН. (310) 


получимъ, согласно съ (310): 


9000 4% _ дз” 
от — 078 — Р дд =Х 
90 90 9 _ 9" _ 
бу “0 И 0 
Зоб тьнан. да 
95 ‘0: а 
Итакъ, въ давномъ случаф существуеть такая функщя 0, для которой 
90 _ 
= = 
90 у, нае дзонеБ 
ду 
90 _ 
04 — 
она именно равна / — РА», какъ это видно изъ (310). Эта функщя удо- 


влетворяеть уравнешямъ (311). СлЪфдовательно въ настоящемъ случа 
существуеть потенщальная функшя. 

2) Система состоить изь двух свободныхь точекз взаимно притяти- 
вающихся съ силою Р. Разстояше г между этими точками опредфляется 
формулою: 


7 = И, — 2.) + у, 2... . (812) 
Проложевя силы, дЪйствующей на точку (2, у,, 2,) будуть: 
9" 9" 9» 
т. ыы ® Роу ® 5, В 
Проложеня силы, дЪйствующей на точку (2„, у, 2.) будуть: 
4 9" д» 
ре ; :й , 
я а Ри} 2 Ро». - 8) 
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Эти проложеня (314) равны и противуположны проложевшямъ (313), 
потому что изъ (312) слфдуетъ: 


9" и —а и _ ифу. и _ аа 
0х — а — О т 
би щим. м _ И *_ —а 
0%, чу %^ 09, ри” 991 т 
такъ что 
ии: -. г 9% д 9" 
97, д,’ ду, 0, ` 
Полагая: 
| /Г-вш=и 
получимъ: 
90. , 90. , _ 90. 90...60. „ _дП 
пм: м: 2-5, 6-м: Ав, 


Итакъ, и въ случаф взаимнаго притяженя двухь свободныхъ точекъ 
потенщальная функшя существуетъ. 

3) Оистема состоить изъ какою-бы то ни было числа взаимно при- 
тяшвающихея точекь: т, т,, т,, ти „.. 

Обозначимъ разстояе между точками т, и эт, чрезъ 7„, такъ что, 
вапримфръ, разстояне между точками т, и т, будеть х,.. Силу, съ ко- 
торою притягиваются взаимно точки т, и т, обозначимъ чрезъ Р... 

Складывая проложев!я всфхъ силъ, дфИствующихь на одну точку, 
получимъ: 

@т, _ (О, Оь-...) _ 


"ав. 95. = 
Фу, _0(0,+0,-.. 
8 аа: — ду, = 
, 
й . - (815) 
ба 9,0, +:.2 2 
таран Пет 
42, _ 9 (0 + (в...) _х 
"ав 92, ы 


Величины (со значками обладаютъь тфмъ свойствомъ, что въ каж- 
изъ нихъ входять координаты только тьхъ двухъ точекъ, которыя 
значки равные одному изъ значковъ поставленныхъ при 0. По- 
при указанвыхьъ въ правыхъ частахъ уравненй (315) дифферен- 
6, будуть равны нулю, напримфръ, таыя производныя, какъ 
по 2. У., 2,, оть (,„, (.л =. Вообще, при дифференцирова- 


Ж. ® Дезове.- Бурсь тсоретичесвой механики. 8 


= 4 = 


нм по 2, у,, 2, не обралятся въ нуль только производныя отъ И\„, Ол, 
И... Поэтому уравненя (315), относяцйяся къ точв® (х,, у,,2,) оста- 
нутся вЪрными, если присоединить еще ко вторымъ членамъ производ- 
ныя оть суммы 0,,, О.., Оз „.. вефхъ остальныхъ 0. Подобнымъ же обра- 
зомъ можно дополнить и остальныя уравнешя. Тогда во вефхъ вторыхь 
членахь уравненШ (315) получимъ частныя производныя отъ одной и 
той же фувкщи 


И = (0, + 0, -+...- 0-0 +... Ои- 


Сами же уравневя (315) дадут: 
х, = 


Итакъ, въ случаЪ взаимныхъ притяжен!й и отталкиван! (разсматри- 
ваемыхъ какъ отрицательныя иритяжев!я) сопровождаемыхъ притяженями 
къ неподвижнымъ центрамъ. существуеть потевщальная функщя. Теорема, 
доказана. 

$ 137. Консервативная система. Система, въ которой работа суще- 
ствующихъ въ ней силъ, потребная для перевода этой системы изъ одвого 
опредфленнаго расположеня въ другое не зависить отъ путей, по коимъ 
этотъ переходъ совершается, называется хонсервативною. Изъ этого опре- 
дрленя и изъ $ 134 сафдуетъ, что консервативною системою можно на- 
звать всякую систему, къ которой примфнимо начало сохраненя живой 
силы. 

Изъ $ 136 слфдуетъ, что къ числу консервативныхъ системъ отно- 
сится также и система взаимно притягивающихся точекъ и неподвиж- 
ныхъ притягивающихъ центровъ, по какому бы закону ни происходили 
в‹ф эти притяжешя. 

$ 138. Энергя. Изъ 5$ 135, 136, 137 слфдуетъ, что энерйя консер- 
вативной системы есть величина постоянная и что она равва сумм энер 
кинетической и потенщальной. Для того чтобы уяснить себф какое физи- 
ческое значеше имфетъ эюлная энерия,—разсмотримъ звакомый уже намъ 
примфръ. Тяжелая точка т поднята на высоту й итъ земли и затмъ 
предоставлена дфйствю тяжести. Тогда она пазает,. Если за начало 
координать принять ту точку пространства, де которой была поднята 
точка тт и взять ось 2 по вертикали внизъ. то потенщальная функщя 


—.На = 


будеть 202: максимальная ея везичива равна въ данномъ случаз 70%. 
Уравнеше (307) принимаеть, слфдовательно, въ настоящемъ случа. видъ: 


Здфсь тд (й — =) есть та работа, которую осталось еще произвести 
силф тяжести до полнаго паденя точки на землю. 

Чтобы увидать чему равенъ соизё, замфтимъ, что, при 2 = 0, ско- 
рость = и (316) привимаетъ видъ 

той = с0пзё. 

Итакъ полная энерия въ данномъ случа равна той = работ, про- 
изводимый силою тяжести на протяжени полнаго паденйя точки съ вы- 
соты 1. 

Въ моменть &, для котораго написано уравнеше (316), потенщальная 
энермя тд (й — г) = работь, которую осталось еще произвести сил% тя- 
жести. Съ течешемъ времени 2 увеличивается, и потому эта потенц- 
‘альная энермя 7 (# — 2) уменьшается: все мевьше и меньше работы 
‘остается произвести сил тяжести. 

Итакъ, потенщальная энермя можеть быть разсматриваема какъ спо- 
<собность произвести работу. : 

Кинетичесвая энермя У > тоже способна произвести работу. Это 
видно непосредственно изъ уравнен!я (306) живой силы, а также и изъ 
того, что твло обладающее живою силою р ударяясь о препятстве, 
производить, какъ мы знаемъ, работу перемфщен!я частиць того предмета, 
© который ударяется, и эта работа производится, по уравненю (306) 
именно на счетъ уменьшен!я кинетической энерии 2. Во время 


движешя дЪйствующия силы производять работу - —$ ‚ ТВло же 
поддается этой работ: производить отрицательную работу. При разру- 
шен!и препятствАя тфло производитъ положительную работу равную Х =. 
Полная энеря можеть быть, поэтому, опредфлена какъ полная способ- 
вость системы къ совершешшю работы. 

Уравнене (316), напримфръ, поазываеть, что существующая въ раз- 
<матриваемой систем сила тяжести въ моментъ { способна еще произ- 
зести работу равную потенщальной энерги д (№ — 2), да сама движу- 
зщаяся точка способна произвести работу равную кинетической энерии 
=: Такая же работоспособность системы (точки и дйствующей на нее 
‘силы тажести) равна сумм энергЙ кинетической и потенщальной, то-есть, 
‘залзой энерги. 

Относительно какой-бы то ни было сложной системы можно сказать 
2 хе самое. ЛЪйствительно, кинетическая энермя можетъ быть переведена, 
из работу, какъ это видно изъ 306; потенщальная энермя можеть быть 


== 4 ч 


тоже переведена въ работу, какъ это видно изъ того, что, согласно со. 
сказаннымъ въ $$ 133 и 135: 


Г 
Х (Ха + Уёу + 28:) = [4и....... (311) 


равняется полной работ силъ за время { — ,, такъ что всякая раз- 
ность , — 0 эквивалентна работ®. 

Итакъ: 

Энерия есть полная работоспособность данной системы и дъйствую- 
ацихь въ ней и на нее силъ. 

Энерия консервативной системы есть величина постоянная. Въ этомъ 
состоитъ механическое выражене принципа сохраненя энерми, матема- 
тическое выражение котораго заключается въ уравнен!м (307). 

$ 139. Законъ сохраненя энерм. Въ видЪ формулы 


хт [2 мии 4 = г -+ Уау + 242). . (818) 
| 


аё ав ав 

законъ сохранешя энерми былъ извфстенъ еще Лангранжу. Какъ заков”: 
сохраненя живой силы, онъ былъ усмотрфнъ еще Иваномъ Бернулаи и 
установленъ Даншиломъ Бернулли въ 1748 году. Но въ полномъ своемъ 
объем, какъ основной законъ физики, то-есть въ приложени ко всфмъ 
переходамъ энерми изъ одного вида въ другой, этоть законъ былъ открыть, 
одновременно Робертомъ Майэромъ ( Маует: Вешегкиихей Прег @е Кта(е 
4ег ипе]е еп Мабиг. Аппа]. 4. бтем. и. Рагшас 1842. Ва. 42) и Гельм- 
тольтцемъ (Нефяйойг Ге ЕгваМипе 4ег Ктай, 1847) *). 

Въ этой общей форм завонъ сохраненйя энерии можеть быть выра- 
женъ такъ: Энерия ме исчезаеть и не образуется вновь, но энерия одною 
вида можеть перейти въ эквивалентное количество энерми друото вида. 

Напримфръ: тепловая энермя одной большой калори можеть перейти. 
вЪ 426 килограмметровъ работы. 

Законъ сохраненя энерми полагается современною наукою въ осно- 
вание естествознан!я наряду съ химическимъ закономъ сохраненя матери. 

Достовфрность его не вытекаетъ изъ основныхъ законовъ Ньютона: 
мы видфли, что онъ вЪфренъ только для консервативныль системъ. Но всЪ 
имфющеся до сего времени наблюденя и опыты подтверждаютъ вЪрность 
этого закона: силы природы—оказывается—обладаютъ консервативным 


*) Еще въ 1160 г. Помоносовъ довольно ясно провидфлъ и законъ сохра- 
нев онерми и переходъ работы въ тепло. Онъ, напримфръ, писаль: «Весь 
перомфны, въ натур случающеся, такого суть состоянёя, что сколько чего 
у одного тьла отнимется, столько присовокупится къ другому... СеЁ всеобщй 
встестиенный законъ простирается и въ самыя правила движешя: ибо тЬло. 
двишущее своею силою другое, столько-же оныя у себя теряеть, сколько со- 
общаеть другому, которое отт него движев!е получветь». См. Меншуткина: 
Ломоносов какъ физико-химикъ. (Жур. рус. физ. хим. общ. т. ХХХУГ вып. 
$, 8, 9). 
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характеромъ. Поэтому достоинство закона сохранешя энерг!и равносильно 
достоинству основныхъ законовъ Ньютона, которые тоже выведены изъ 
наблюден!й и епыта 

Уравнеше (306) живой силы можеть быть выражено такъ: если ра- 
бота совершается внъшними для тъла силами, то она измиряется 
приращенемь живой силы ттьла; вели же работа совершается тльломъ, 
то-есть на счетъ ею кинетической энерии, то эта работа измпряется 
Убылью ею живой силы. 

При поверхностномъ взглядЪ на нЪкоторыя явленя можно не усмо- 
тЬ№ть закона сохраненя энерми, который выясняется, какъ только нач- 
немъ глубже вникать въ дёло. Напримфръ, поверхностному наблюдателю 
можеть показаться, что работа, совершаемая силою протаскивающею грузъ 
равномфрнымъ движешемъ по горизонтальной доск затрачивается без- 
слдно. При ближайшемъ разсмотрьни дфла замфтимъ, что такой про- 
цессъ сопровождается звукомъ, слышится шорохъ: часть работы пошла 
на приведене воздуха въ колебательное движен!е—на образоваше зву- 
ковыхъ волнъ; процессъ этотъ сопровождается нагрфвашемъ доски и груза: 
часть работы пошла на развите живой силы молевулярныхь движен!, 
называемыхт, теллотою. 

Поднимемъ грузъ на извфствую высоту; для этого приходится затра- 
тить вЪкоторую работу, но она не пропадаетъ, а превращается въ по- 
тенщальную энергю, которая можеть перейти опять въ работу при па- 
ден!и труза; такова работа производимая, напримфръ, гирею часовъ. За- 
водя карманные часы, мы затрачиваемъ работу на сгибаше часовой пру- 
жины, но при этомъ образуемъ потеншальную энермю упругихъ силъ 
пружины, которая потомъ, переходя въ работу, приводить въ движене 
часовой механизиъ. 

Заслуга Майэра и Гельмгольтца заключается въ томъ, что они усмо- 
трёли во всфхъ явленяхъ природы различные виды энерги, которые 
‘относятся къ двумъ типамъ: кинетической энерми и потенщальной и 
‘усмотрли переходъ энерМи изъ одного вида въ другой. 

Къ потенщальной энерми относятся: энермя массъ, притягивающихся 
10 закону всем!рнаго тяготфня, энермя упруго-измфненваго тВла, энермя 
‘возожен!я частиць, рфзко мфняющаяся при переходф тфала изъ твердаго 
хостояНя въ жидкое и изъ жидкаго въ газообразное, энермя химическаго 
«родства, энермя электростатическая и энермя магнитная. 

Къ кинетической энерг!и относятся: энермя движеня твла какъ цфлаго, 
чя тепловая, измфряемая живою силою безпорядочныхь движенй ча- 
эвермя звуковыхъ колебавЙ, лучистая энерйя эфира, проявляю- 
свфтомъ, электрическими лучами Герца и лучистою теплотою, ки- 
знерМя эфира называемая электрическимъ токомъ. 
$ 140. Невозможность регрешит тоБ\Ше. Такой процессъ претерифвае- 
ланною системою, при которомъ система нерюдически возвращается 
вервоначальному состоян!ю, называется циклическимъ. Каждый такой 
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перюдъ вазывается цикломъ. Если завонъ сохраненя энерми вфренъ по 
отношению ко вефмъ процеесамъ, совершающимся въ природЪ, то данная 
система можетъ произвести работу только въ томъ случаф, если скорости 
ея перваго положен!я отличны отъ скоростей посафдняго положешя, по- 
тому что только въ этомъ случаЪ лфвая часть уравнев!я 


не равна нулю. 
Въ циклическомь же процессь при совершени каждаго цикла ско- 


рости возвращаются къ прежнимъ своимъ значен!ямъ и потому въ течени 
цикла или цфлаго числа цикловъ 


то то 
а вы 
система не производить, сама по себф безъь получев!я энергия извнЪ, ни- 
какой работы. 

ВеЪ двигатели, то-есть машины даюция работу, потребляютъ для иро- 
изведешя ея энермю извнЪ: паровыя машины потребляютъ потевщальвую 
энергю угля; часы потребляютъ энермю гири или пружины и для того, 
чтобы опять завести ихъ поднятемъ гири или сгибанемъ пруживы, тре- 
буется эвермя извнЪ; конный приводъ потребляеть энермю привятой ло- 
шадьми пищи; водяной двигатель потребляеть энерйю падешя воды, для 
поднят!я которой потребовалась бы энермя изваЪ. 

Подъ назвашемъ регрейиии шоЪШе разумфютъ машину, которая с0- 
вершала бы цикличесь!Й процессъ, служащий источникомъ работы, безъ, 
потреблен!я на ея произведене энерми со стороны. 

Изъ сказаннаго видно, что существоваше регрейции шоЪШе противо- 
рьчить закону сохранешя энерми: если бы регреаии шоЪШе было осу- 
ществлено, то пришлось бы отказаться оть принципа сохранен я энерги. 

Но законъ этоть оправдывается во вефхъ извъетныхь намъ явлен!яхт. 
Что же касается регрейиий шоЪе, то съ нимъ дьло обстоить еще хуже: 
если бы даже и оказался возможнымьъ цикличесый процессъ, творящй 
работу изъ ничего, то для полученшя пользы отъ этой работы необходимо 
было бы, чтобы за преодолфнемъ тренйя и другихъ вредныхъ сопротивае- 
Ш, оть существовашя которыхъ невозможно избавиться, оставалась еще 
часть даромъ полученной работы на преодолфв!е полезныхъ сопротивленй, 
то есть тВхъ сопротивлен!й, преодолфв!е которыхъ составляетъ цфль машины. 

Людей, теряющихъ время надъ прилумывашемь регрейции шо е, 
соблазняеть движеше планетъ. Но движеше планеты около солнца не 
даетъ работы. Планета движется по эллипсу, въ одномъ изъ фокусов 
котораго находится солнце; при приближени планеты къ вершин эллипса 
ближайшей къ солнцу увеличивается скорость и, слфдовательно, кинети- 
ческая энерг!я планеты на счеть уменьшевя ея потенцщальной энерг!и; 
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при удалеши планеты отъ солнца дфло происходить обратно: потенщаль- 
ная энермя увеличивается на счетъ кинетической. Работа притягательной 
силы солнца положительна при приближени къ нему планеты и отрица- 
тельна при удален!и ея оть солнца: въ течени полнаго обращен!я ила- 
неты работа этой силы равна нулю. 

Самый дешевый двигатель— водяной, но и онъ не регрефиит шоЪШе, 
потому что съ течешемъ времени портится, да и существоваше данной 
рЬки ограничено геологическамъ перюдомъ значительно меньшимъ вЪчности. 

$ 141. Начало сохраненя живой силы примфнимо только къ полной со- 
вокупности дЪйствующихь на систему силъ. Разсмотримъ слфдующй при- 
м}ръ: желфзнодорожный пофздъ отправляется отъ станщи 4 къ станщи В. 
Требуется, пользуясь началомъ сохранен!я живой силы обсудить: произ- 
водить локомотивъ для осуществленя этого движен!я работу или не про- 
изводить никакой работы. 

Несомнфнно локомотивъ производить работу, и на это тратится изряд- 
| ное количество угля, стоющаго денегь. Между тъуъ при неосмотрительномъ 
примзнеши начала сохраненя живой силы получилось бы слфдующее: 
при отходф пофзда со станщи А всЪ скорости ®, были равны нулю при 
приходв на станщю В скорости +, опять равны нулю; получили бы 


з т _ 
Зв Я-а-==0=Т. кь зао 
то-есть оказалось бы, что работа Т локомотива равна нулю. На что же 
требовалась затрата угля? 

Несообразвость такого заключеня происходить оть весьма важной 
ошибки: мы не приняли во внимаше силъ сопротивления (трешя осей ко- 
чесъ въ подшипникахъ, сопротивлешя воздуха и проч.). 

Въ дЬйствительности дфло происходить такъ. При выход со ставщи А 
‘работа локомотива идетъ на увеличен!е скорости пофзда (на увеличеще, 
саЪдовательно, его живой силы) и на преодолфне вредныхъ сопротивлен!й. 

При дальнфйшемъ равномфрномъ движен!и пофзда работа локомотава 
илеть только на преодолье вредныхъ сопротивлен!й. Приближаясь къ 
стазши В машинисть прекращаетьъ работу локомотива, и пр!обрфтенная 
пофздомъ живая сила идетъ на преодол ше вредныхъ сопротивлен!й вплоть 
20 полнаго ея истощев!я, то-есть до остановки пофзда. 

Въ примфневи къ разсматриваемому случаю начало сохранен!я живой 
силы показываетъ, что работа всфхъ дфйствующихь на пофздъ силъ, то- 
есть и тяги локомотива и сопротивленй, считаемая за весь профздъ отъ 
Я 20 В равна нулю. Сопротивленя дЪйствуютъ въ сторону противопо- 
движению. Слфдовательно, если принять работу локомотива за 
ную, то работу сопротивленй приходится принять за отрица- 
Каждая изъ этихъ работь въ отдфльности не равна нулю; но 
ая работа локомотива уничтожается отрицательною работою 
ий и въ совокупности получается работа равная нулю, с0- 
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тгласно съ уравнешемъ (319) живой силы, которое само по себф вЪрно, 
но только если принимаемъ въ разсчетъ вс силы. 

Здфсь мы не приняли въ разсчеть еще давлешя пофзда на рельсы; 
но это давлен!е по 3-му основному закону Ньютона уничтожается давле- 
в!емъ рельсъ на колеса. 

Другой примфръ: человЪкъ стоитъ въ теченйи часа на мфст\, при чемъ 
викакой видимой механической работы не производить. Отчего же онъ 
устаетъ? Оттого, что на напряжене мускуловъ (главнымъ образомъ му- 
скуловъ ногъ) безъ котораго стоять невозможно, потребна затрата энерги, 
завлючающейся въ дфятельности нервовъ. 


ГЛАВА ТУ. 


Начало сохранен1я площадей. 
$ 142. Дифференщальныя уравненя начала сохранешя площадей. По- 
ложимъ, что связи, существующя въ систем таковы, что всЪ точки си- 
стемы могуть двигаться по дугамъ окружностей, лежащихъ въ плоеБостях 
перпендикулярныхь къ оси 2 и имфющихъ центры на этой оси, при чемъ 
взаимныя разстояшя точекъ не мЬняются. Другими словами: разсматри- 
ваемъ систему способную повернуться какъ одно цфлое около оси х. Это 
еще не значить, что система въ самомъ дфлЪ совершаетъ такое вралцен!е: 
мы только хотимъ сказать, что связи допускаютъ вращен!я около оси 2, 
Къ такимъ системамъ относятся между прочимъ: система свободныхъ 
точекъ; свободная неизмЪняемая система, неизмфняемая система вращаю- 

щаяся около оси 2, свободная нить, свободная жидкость и проч. 

Обозначая чрезъ ” радусъ (разстояще отъ оси 2) какой-нибудь точки 
системы и чрезъ ф уголь, на который повертываются радрусы веЪхъ то- 

чекъ одновременно, имфемъ+ 
=. 008$ | 


х 2 ай (320) 
у=г.зтф | 
Отсюда: 
54 = —х.зтф. 4$; Зу=*. с05ф. @$; 82 =0 
или, согласно съ (320): 
42 =— у;  б==.@) №=0.... (391) 


Вставляя эти проложеня (321) возможныхъ перемфщен!й въ основное 
уравнеше (282) механики: 
@х Фу @2\, | 
х ав а — 82 | = т 
[(х па) (7 т в) (2 т =) | бт, 


получимъ: 


3 [(х и а < эн) (У т о 
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или, благодаря произвольности величины 4ф и условйя д===0, получимъ: 


@у 


пет 


ав 


«)= У(2У— ух). 


Это есть дифференщальное уравнеше начала сохранешя площадей для 
‘системы обладающей «вращаемостью» около оси д. 

Если система способна вращаться около каждой изъ осей координатъ, 
то мы получили бы такимъ же способомъ: 


@ @ 
шт (еще) =2@У—5® 
: 
т (, =, 48 .#)= Е. — 57) АаВеАЯ (392) 
хи (& кие 21) =\У(#Х — 22) 


Таковы дифференщальныя уравнен!я начала сохранен!я площадей для 
системы способной вращаться около каждой изъ осей координатъ. Кь 
такого рода системамъ относятся: система свободныхъ точекъ, свободная 
нить, свободная жидкость, свободная неизм$няемая система, неизмфняемая 
система вращающаяся около веподвижной точки и проч. 

$ 143. Начало сохраненшя площадей. Если вторыя части ураввев!й (322) 
равны нулю, что между прочимъ бываетъ въ отсутстви внфшнихъ силъ, то 


42 4? 
2 ( ав —2 ав ) =. 
Е фт 2х 
=т ( ав 2) = 
, (ее у) =0 
| Эти уразнен!я легко интегрируются давая интегралы 
а а 
4) 26; 
Ст (. а . (828) 
ах 
ый [ес я ош а)= 6 


тд с,, с,, с, суть постоявныя интеграция. Лфвыя части этихъ уравне- 
вев!й (326) называются моментами количества движенёя относительно 


‘осей х, у, 2. 
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Уравнен1я (323) называются сокращенно интегралами площадей. 

Согласно $ 54-му величины, стояпйя въ скобкахъ въ (323) помножен- 
выя на 4# суть проложешя на плоскости координать площади, описан- 
ной въ течени времени 4 рад1усомъ-векторомъ одной изъ точекъ системы. 
`Уравненйя (323) и выражають захонь площадей, состоящий въ слфдую- 
щемъ: Суммы произведен! массъ ва проложешя площадей, описывае- 
мыхь ращусами-векторами точекъ системы, пропорщовальны времени. 

$ 144. Неизмфняемая плоскость. Обозначим чрезъ С 4 сумму произ- 
зеден! массъ и проложен! на нЪкоторую плоскость Р площадей, опи- 
сываемыхъ ралусами-векторами точекъ системы въ течеши времени 4. 
Опредзлимъ такое подожене плоскости Р, при которомъ С4Ё достигало бы 
максамальнаго значен!я. Согласно съ (323), имфемъ: 

Са = [с, . с0з (Р, уг) + с, . соз (Р, 2) - с, . соз (Р, ху)] 4. 

Обозвачимъ чрезъ Р’ вспомогательную плоскость, направлене коей 

опредфлялось бы уравненями: 


с08 (Рй=у = 
й 
И ересей о ВА 
ИЕ НИЕ 
ре Ус не с 


Пользуясь этими формулами и извфстною форхулою опредфляющею 008 
угла между двумя прямыми, получимъ: 
Са = Усе? с, . соз (Р,Р). 

Когда Р’ совпадаеть съ Р’, то соз (Р, Р’) получаетъ наибольшее зна- 
чене. СлЪдовательно наибольшее значене С4{ будеть имфть для плос- 
кости, положеше которой опредфаяется уравненями (324). Но правыя 
части этихъ уравнев постоянны. Слфдовательно, эта плоскость непод- 
вижна. Она называется ненэмюняемою плоскостью. 

Солнечная система какъ система свободвыхъ точекъ, на которую не 
дйствуютъ внёшея силы, подчивяется уравненямъ (323). Слфдовательно, 
въ солнечной систем существуеть (хотя и воображаемая) плоскость, 
остающаяся неподвижною. Существован!е неизмфняемой плоскости открылъ _ 
Лапласъ. Для астронома, несущагося на земномъ шарЪ, совершающемъ 
обращене около солнца, вращене около оси, движеше процесс и дви- 
жеше путащи, чрезвычайно важно было это открыт!е плоскости неподвиж- 
ной или, лучше сказаль, участвующей только въ общемъ поступательномъ 
движени солнечной системы, упомянутомъ въ $ 132-мъ. 
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ГЛАВА У. 


Движеше системы подъ дъйствемъ мгновенныхъ 
силЪъ. 


$ 145. Количество движеня. Импульсъ силы. Если сила Ё дЪйствуеть 
въ точку т въ одномъ и томъ же направлен!и, то, согласно (21): 
4 
щ=Е 
Если сила дЪйствуеть въ течевши времени Т, и скорости въ началь 
и въ конц этого промежутка времени суть в и +’, 10: 
т 
то' — то = |РФ.......- . - (325) 
® 


Произведене ть массы на скорость называется холичествомь дви- 
женя. 


т 
Величина ИК ТА называется импульсом» силы Е за время Т. Н%- 


мецее ученые называютъ импульсъ силы интеграломъ времени Хе ицевта]. 
Уравнене (325) выражаеть собою теорему: приращене количества 
движешя за промежутокь времени Т равно импульсу силы за это время. 

| Положимъ, что сила Р безконечно возрастаеть, а промежутокъ вре- 


мени Т’ безконечно Е Тогда Я Ра можеть имфть конечный 


предъль. Обозначимъ этоть предфлъ реке Р; тогда (325) приметь видъ: 
ое --ЕЬ, о оным (326) 


Въ течен!и времени 7’ скорость измфнилась. Допустимъ, что въ тече- 
н1и этого времени она оставалась конечною (не была безконечно-большою) 
и обозначимъ чрезъ У наибольшее значене, котораго она достигала въ 
течени времени 7. Тогда путь, пройденный точкою т за время Т, меньше 
чмъ УТ. При переход къ предфлу, дая безковечно-малаго эта вели- 
зана УТ обращается въ нуль. СлЬдовательно въ теченши безконечно- 
жазаго Т точка не подвинулась: она не имфла времени подвинуться, & 
между тёмъ скорость ея измфнилась изъ © ВЪ у’. 

Сафдовательно, при дЪйств!и безконечно большихъ но меновенныхь силъ 
позожене точки не успфваеть измЪниться, а измфняется только скорость, 
Такая сила называется мановенною или ударом. 

Ударъ мы опредфлаемъ какъ безконечно-большую силу, дЪйствующую 
жЪ течени безконечно-малаго времени. Въ природф, хотя и не имфется 
безхонечно-большихъ силъ, но существують силы весьма болышя, дЪй- 
тэтюшуя въ течеши весьма малаго времени, какъ напримфръ, при удар 


=. 12 


‘молотка. Эти силы мы разсматриваемь какъ удары и наши изсл®дова- 
я будуть тёмь точнфе, чфмъ больше сила и чфмъ менфе продолжи- 
‘тельность ея дЪйствя. 

Силу Р въ уравнеши (325) называютъ силою удара. Согласно (326): 
сила удара измъряется приращенемь количества движетя. 

$ 146. Дифференщальныя уравнешя системы, на которую дЪйствуеть 
одновременно нЪсколько мгновенныхъ силъ. Обозначимъ чрезъ м, #, ю 
проложеня на осн координать скорости которую имфла точка системы 
только что передъ дфйстыемъ мгновенныхъ силъ, чрезъ м, в, ш' про- 
ложеня скорости по окончани дЪйстыя мгновенныхъь силт, чрезъ 
Хх, У, 2’ проложен!я мгновенной силы. Имфемъ: 


^, ФР. 
т ча =Х. 


т 
‚[ха= 5х. 
; 


Точно тавя же уравнен!я получимъ для проложен на оси уи г. 
Веего получимъ три уравнения: 


Интегрируя, получимъ: 


Уи (и'-- м) = 


Ут (и' — и) = УХ! 
Ут (и — © 
Ут (м —ю) 


(397) 


Изъ уравненя сохранешя площадей: 


42 ау 
ав ‘ав 


я) 
Въ предфлв получимъ: 
Ут [у (№ — 6) —2(5' — ,)] =Х (уй' — 27°). 
Тащя же уравневя получимъ для другихъ проложен. 
Всего получимъ такя три уравнен!я: 
Ут [и (ш'’— 0) —=2(7 —в)] =У (ий' — 27’) 
Ут [2 (и’ — м) —х(ю' — №] = У (2Х' — 227’) }.. . (328) 
Ут [2 ('’ — в) —у(и' — и) = У (хУ’ — ух), 


в ( = 57—27] 


получимь: 


Ут ( “_, = (4 — 27). 


ОТДЬЛЪ 1. 
Механика неизмЪняемой системы. 


ГЛАВА Г. 
Моменты инерщи неизм$няемой системы. 


$ 147. Вращене неизмфняемой системы около неподвижной оси. Не- 
измфняемою системою называется такая совокуиность матер!альныхъ то- 
чекъ, въ которой разстояве между каждыми двумя точками остается 
ненизмВннымъ. Если неизмфняемая система представляеть собою сплош- 
ное тфло, то она называется абсолютно твердымь ттъломь. 

Если движен!е абсолютно твердаго тфла стфснено условемъ, что дв 
точки его должны оставаться неподвижными, то, благодаря тому, что 
двумя точками опредфляется прямая лишя, и вся прямая, соединяющая 
эти неподвижныя точки, тоже останется неподвизною. Эта прямая назы- 
вается осью вращеня; остальныя точки тла могутъ двигаться, но, бла- 
тодаря абсолютной твердости тфла, каждая точка тВла будеть принуждена 
оставаться на одномъ и томъ же разстояв!и отъ оси и, слфдовательно 
описывать окружность, лежащую въ плоскости перпендикулярной къ оси и 
имфющую центръ на оси вращешя. Такое движене называется враще- 
эмемь около оси. Благодаря абсолютной твердости тфла, углы, на которые 
отклоняются одновременно радфусы вефхъ точекъ, движущихся по своимъ. 
‘окружностямъ, будуть равны. 

Уголъ, на который одновременно отклоняются радлусы вефхъ точекъ, 
вазывается умом» позорота. Если уголь поворота измЪняется пропор- 
‘шюнально времени, то вращене называется равномфрнымъ. Не трудно 
видфть, что каждая точка тфла, вращающагося равномфрно около оси, со- 
зершаеть равномерное движеше по окружности, изслфдованное въ прим\- 
ралъ 55 39 и 44 и въ $ 50-мъ. 

Обозначимъ чрезъ « уголъ поворота, на который отклоняются радусы 
зевхъ точекъ тфла въ течени единицы времени. Этоть уголъ называется 
Э5з0вою скоростью равномфрнаго вращевя около оси. 

Примемъ ось вращев!я за ось зедовъ и проведемъ ось х чрезъ на- 
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чальное положеве одной изъ точекъ вращающагося тЪла; плоскость 
окружности, описываемой этою точкою, примемъ за плоскость (х, у). Въ 
единицу времени радусъ точки (2, у, 2) тфла отклоняется на уголъ ©. 
Въ течеши времени # онъ отклоняется на уголъ ®{. Поэтому: 

= и. 60$ (&) 


уг. ат (0 |... ..: @29) 
и 9 
Дифференцируя эти уравненя, получим: 
р ©. зт (94) 
= М— г . эт (в 
=, ПР 
{2 
42 
= о 


Согласно (89): 


ы/-. з (ау (42 
в = у 245 (2 + (* ) 
Слфдовательно скорость разсматриваемой точки (2, у, 2) вращающа- 


гося тфла будет: 
в = Упо [572 (в) + с05? (®0] 
или: 
=®.г. НИ «7 (331) 

Здфеь › называется линейною скоростью точки (т, У, =). Итакы: 

Линейная скорость точки вращающелося ттъла равна троизведеню 
узловой скорости на радфуеь. 

$ 148. Моменть инерщи относительно оси. Опредфлимъ живую силу 
Т абсолютно твердаго тфла, равномфрно вращающагося около о’и. По 
самому опредфленю живой силы 


Вставивъ сюда, вмфсто и, его величину изъ (331), получим: 
р ечеинилин. ›. (888) 
«) есть величина одинаковая, какъ мы видфли, для всъхъ точекл, твла. 
Поэтому, вынося а за знакъ суммы въ (332), получимъ: 


инет Финн. (333) 


Оказываетея, что при данной урловой скорости ®. живая сила разно- 
мфрно вращающагося твердаго тфла пропорщональна величин. Ут” 
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Эту величину называють моментом инериёи относительно оси и обозна- 
чають чрезъ «7, такъ что: 


а... ан 8 
С 
ее 


Изъ (334) вытекаетъ слфдующее опредфлеше: 
Моментъ инерши относительно оси равен» сумм произведений массь 
точекъ системы на квадраты ихь разстоянй оть оси. 
'Изъ уравнешя живой силы мы видЪли, что работа можетъ быть пре- 
°  вращена въ живую силу и обратно: живая сила можеть быть превращена, 
въ работу. Сафдовательно, если, какъ мы это сейчасъ видфли, живая сила 
равномфрно вращающагося около оси тВла пропорщюональна моменту инер- 
Ци, то тфлу тьмъ трудвфе сообщить вращенше около данной оеи, чфмъ 
больше его моментъ инерщи относительно этой оси. Наоборотъ, вращаю- 
‘щееся съ извфетною скоростью « около данной оси тЪло тфиъ труднфе 
остановить, чфмЪъ больше его моментъ инерщи относительно этой оси. 
Е Мы видфли въ $ 11-мъ, что мнериёя точки (ея сопротиваяемость изу- 
‘нен!ю движен!я) измфряется массою. Теперь мы можемъ сказать, что 
‘инершя тфла, вращающагося около оси, измфряется его моментомъ инер- 
щи стносительно этой оси. 

Изъ (334) видно, что одно и тоже тЬло можеть имфть разные моменты 
‘инерщи относительно разныхъ осей. Это видно уже, такъ сказать, изъ 
ежедневнаго опыта съ вращаемостью разныхъ тфлъ. Такъ напримфръ, 
всякому вфроятно случалось убфдиться, что бревзо или палку вращаю- 
шуюся съ извфстною скоростью около поперечной оси трудвфе остано- 
вить, чФыъ тоже бревно или палку вращающуюся съ тою же скоростью 
9коло продольной оси. 

Не трудно видфть, что дЪйствительно момевтъ инерши У ту? относи- 
‘тельно поперечной оси ллиннаго бревна больше момента инерщи У ти, ? 
того же бревна относительно продольной оси; такъ какъ въ первомъ слу- 
‘заЪ нфкоторые г (относяшйеся къ концамъ бревна) велики, а во второмъ 
‘езучаЪ вс ›, сравнительно, малы. 

Изъ предыдущаго видно, что можно говорить о моментахъ инерщи 
еакой неизмВняемой системы. Разница будетъ въ томъ, что для опредф- 
_ев\я момента инерщи неизмфняемой системы состоящей изъ нЪеколь- 
кжхъ отдфаьныхь точекъ вало просто взять сумму величивъ 17°; дая 
вшрелфленя же момента иверщи сплошнаго абсолютно твердаго твла надо 
валь безконечное множество величинъ эи”?, относящихся къ без- 
му множеству точекъ тфла, но такъ какъ эти величины у, бла- 
безвонечной малости массъ т точекъ тала, безконечно малы, то 
це обращается въ интегрироваше, распространяемое на весь 
тфаа. Такимъ образомъ, принимая обозначен!я: 
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А = моменть инерщи тфла относительно оси х 
= ›. > > » »у 


Яо > > > » э2 


и замфчая, что разстояве точки (2, у, 2) отъ оси х равно У’ 7 по- 


лучимъ: 
= гавна = те +9) 


в= || Дега те) .. . (336) 
с= |] Депо = те + 


если плотность тЪла равна единиц, такъ что т = 424у4&. 

$ 149. Соотношеня между моментами инерщи относительно взаимно 
параллельныхь осей. Примемъ за ось 2 ось вращеня и обозначимъ чрезъ 
7 момевть инерщи относительно этой оси. 
Опредфлимъ моменть инерщи 7” относительно. 
оси Г, параллельной оси = и отстоящей оть 
нея на разстояни а. 

Пусть т есть одна изъ точекъ тЬла 
(фиг. 47). Обозначимъ чрезъ хит’ ея раз- 
стояшя отъ осей 2 и 1.. Имфемъ: 


г — а? 7? — ат. с08 (т, 2) = а? + —2ах. 


Слфдовательно: 


Фиг. 47. 7 = Ут"? = а? Ут + т” — а Ута. 


Если О находится въ центрз внерщи, то, согласно съ (242), имемь 
Утх = 0. Слфдовательно: 

Л=Т-+аМ. скаокроьЫЙ 
гдВ М = Ут = масеф всего тфла. 

Формула (337) показываеть, что момент» инепии ' относительно 
какой-либо оси равень сумм момента инерцги „7 относительно оси та- 
раллельной и проходящей чрезь центрь инерши и произведешя а?. М 
‚массы на квадрать разстояная между осями. Эта теорема весьма часто 
примфняется при вычислени моментовъ инерщи. 

$ 150. Соотношеня между моментами инерщи относительно взаимно 
пересфнающихся осей. Опредфлимъ момевть инерщи относительно оси 1, 
проходящей чрезъ начало координатъ и составляющей съ осями коорди- 
натъ углы а, В, 1 (фиг. 48). 

Пусть т есть одна изъ точекъ твла; г ея разстояше отъ Г. По тео- 
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рем о проекщяхъ имфемъ: 
ОР = ода + ус В +2. 0081 
в=и-+у + — ОР. 
Слфдовательно 
92 = 22 у’ 2 — [2 6083 а + ус03 В + 26081]? — 2? (1 — 608%) + 
-НУ? (1—008* В) + 2? (1—с08*}) — Зуг . с05В . с031— 2х . 6081. 08а — 
— 229 . с0за . 60$ В 


или: 

72—27 (05? В - 60831) Н у? (605 1 + 08? а) + 
-Н 2? (6037 а -+ с05* В) — Зуз . с08 В 08 1 — 
— 227. 6081. 608 В — 224 . с0з & . 608 1 

Откуда наконецъ: 
92 = (У 27) с0з?а + (2 -+ 27) 05? В + 


= + у) от : Фиг, 48. 
— 242. с08 В. 6081 — 281 . 608 1. 008 а — Эжу . сова . созВ. 
Слфдовательно: 


Я = Ут"? = 0033 а Ут (у? + 2?) + 603? В Хт (2 2) + 
+ 60871 У’ (2? + у?) — 260$ 8 . с081 Хтуг — 2 6051. 608 а Утах — 
— 2003 а . 08 ВУтзу....... . (338) 


Пользуясь обозначенйями (336) и вводя обозначеня центробъжныхь 
моментовъ р, Е Е 


Уту=р 
ню О ы (339) 
Утзу=Е 


А 605? а + В 603 В + С с03? а — ЗЛ) . с0зВ . сов —2Е . 0031 . 608 а 
— ЖЕ. бое рииВ „гелечьчаль Пу Е (340) 

Эта формула служить дая опредфленя момента инерщи относительно 

по даннымъ: 4, В, С, Д, Е, Е, а, В, 1. 

$ 151. Эллипсоидъ инерщи. Будемъ проводить чрезъ начало коорди- 


различныя оси Г, опредфлять дая каждой изъ нихъ 7 по формул 
и отклалывать на каждой такой оси оть начала координатъ век- 


Е : 
РИ ‘обратно-пропорщональный квадратному корню изъ мо- 


№ Е Делоне. _Курсь теоретической мехалики. 2 нах. э 
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мента инерщи относящагося къ той оси, по которой откладывается 
векторъ; (У есть постоянное—коэффищенть пропорщюнальности). Дока- 
жемъ, что концы такихь векторовъ окажутся лежащими на нфкоторомъ 
эллипсоидВ, имфющемь центръ въ началь коордиватъ. 

ДЪйствительно, обозначивъ черезъ (2, у, 2) координаты конца вектора р, 
имфемъ: 


== то". . . (341 

УЗ (341) 
К. соза 
р. 08а = —- 
У 
УХ. 003 В 

7 и АНИ (> 

р. 05 В УТ (342) 
УЕ. 051 
8 = . 6081 = ———— 
нь ИЯ 


Опредфаляя изъ (342) величины 60$ а, с0з В, 608 и вставляя ихъ въ 
340, получимъ: 

Аз? Ву-+- С’— 2 Пу— 3 Е т — 2 Еху=Ё. . . (343) 

Это уравнене (343) 2-го порядка относительно (2. у, 2). Рамусъ-век- 
торъ р этой поверхности опредфаяется изъ формулы (341), которая по- 
казываеть, что р не можеть быть безконечно большимъ, если +7 не обра- 
щается въ нуль ни для одной изъ осей Г. Но 7 не обращается въ 
нуль ви для одной изъ такихъ осей, если разсматриваемое тфло не со- 
стоить исключительно изъ точекъ расположенныхь по одной изъ осей 
Т. Итакъ, поверхность (343), будучи 2-го порядка и не имфя безконечно 
удаленныхь точекъ, представляеть с0бою трехосный эллипсоидь или 
одинъ изъ его частныхъ видовъ. Этотъ эллипсоидъ называется эллиисои- 
домь инерции. 

Онъ служить для полученя яснаго представлен!я о томъ, какъ рас- 
предфляются моменты инерщи «7, относяийеся къ огямъ, проходящимъ 
чрезъ данную точку. 

Такъ какъ въ предыдущемъ разсужден!и положене начала координать 
оыло совершенно произвольнымъ, то для каждой точки пространства суще- 
ствуеть свой эллипеоидъь инерщи по отношеню къ данному тфлу. Разъ 
эллипсоидъ инерщи для данной точки О пространства мысленно построенъ 
по формул (343), то распредфлеше моментовъ инерши +7 дая осей про- 
ходящихъ чрезъ о оказывается, согласно сказавному, такимъ, что для 
каждой оси Г, проходящей чрезъ О моментъ инерши опредфляется по 
тому отрЪзку р, который отсфкается на этой оси эллипсопдомъ инерщи, 
латы р 7=в т . : (344) 
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$ 152. Главныя оси. Главные моменты инерщи. Прямыя, совпадаюцщя 
съ главными осями эллипсоида инерщи, построеннаго для данной точки 
О пространства по отношеню къ данному тфау, называются главными 
осями для точки О по отношенйю къ данному твлу. 

Эллипсоидъ инерщи, построенный для центра тяжести, называется 
центральнымь эллипсоидомь инершёи тфла. Его главныя оси называются 
мавными центральными осями. 

Моменты инерщи относительно главныхъ осей для какой-нибудь точки 
О называются главными моментами инерщёи для этой точки. 

Моменты ннерщи относительно тглавныхъ осей центральнаго эллип- 
соида инерши называются главными иентральными моментами инерции. 

Изъь Аналитической Геометр!и извфстно, что уравнеше трехоснаго 
залипсоида, отнесеннаго къ его главнымъ осямъ, содержить только квад- 
‘`раты перемфнныхъ. Слфдовательно въ тВхъ случаяхъ, когда оси коорди- 
натъ взяты по главнымъ осямъ для какой-либо точки О, уравнен!е эллии- 
соида инерщи (343) принимаеть видъ: 


Аз? + Ву бА=Ь........ . (345) 


Положимъ, что тьло симметрично относительно плоскостей (у, 2) и 
2); тогда для каждой точки, имфющей положительное х будетъ нахо- 
диться въ тва симметричная точка, имфющая отрицательное 2, и потому 
чины Утлу= Ри Утгх = Е обратятся въ нули. Точно также для 
ой точки, имфющей положительное у, найдется въ тлЪ симметрич- 
ей точка, имфющая отрицательное у, такъ что Уж уг = Ш будеть 
Но если ГД, Е, Е равны нулю, то уравнеше 343 принимаеть 
345. Итакъ: Если тьло симметрично по отношеню къ двумз 
мъ, проходящимь чрезь данную точку О, то злавныя оси для 
О находятся во взаимномь переспчени этить плоскостей и въ 
няхь ить съ плоскосшью перпендикулярною этому взаимному пе- 
Ню и проходящею чрезь О. 

Согласно сказанному и формул (340) заключаемъ: если Л, В, С 
моменты для точки О давы, то моменть инерщи 57 относительно 
1, проходящей чрезъ О’ и сеставляющей съ главными дая точки О 
углы ©, В, 1, ваходится по формул: 


7 = А 603' а -+ В 0038 -+ С соз?1...... (346) 


153. Моменты инерщи параллелепипеда относительно его осей симмет- 
Согласно со сказаннымъ въ $ 152.мъ оси симметри параллелепи- 
сть его мавныя центральныя оси инерции. Примемъ ихъ за оси 
для опредфлен!я, по формуламъ (336), главныхъ централь- 
о жожентовъ инерщи 4, В, С. Пусть а, В, с, суть ребра параллеле- 
9* 
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пипеда. Вычислимъ входяше въ формулы (336) интегралы: 


++ + - 
з 


ини иль вез) 


? 


а 
+ +1 +: 
а63е 
Деев = та 
та 
= 9 
ее Фрлька, 
к ЕВ 
з А 
и ‹3 4х ауаг =. 
С О О 
из 3 . 


Слфдовательно формулы (336) дадуть, принимая плотность = 8: 
— 8 90° му 
А=з 12 (6 с?) 
— 8 абс 2 ‚2 
= та (с? + а*) 
с=з ча) 


Или, обозначая массу 6 абе черезъь №: 


— ж.@*-с#) 
нае 
‚2 
в=м а р (зат) 
сор — ыы) 


$ 154. Центральный эллипсоидь инерши параллелепипеда. Вставляя 
опредфленныя формулами (347) величины въ (345) получимъ слфдующее 
уравнене центральнаго эллипсонда инерщи параллелепипеда: 


Пе + 22) 2 + (62 - а?) у + (@ +89) 7] =В. . (348) 


Произвольность коэффищента пропоршовальности показываеть, что 
для насъ важны не столько размфры эллипсоида инерщи сколько его 
форма. Однако постараемся на этомъ примфр выяснить дфло до конца. 

Для соблюдевя обязалельной однородности формулъ замфтимъ, что 
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стоящее въ скобкахъ формулы (348) выражеше есть величина размфра, 
[14]. Поэтому, и для полученя простьйшихъ формулъ, положимъ; 


тдф р есть вфкоторая линейная величина. Тогда (348) обратится въ 
(62 а (е + а?) у? + (42 + 9) 2 = р 


2 Га 2 
Е анала =—=1 °.'; (850) 


(Ие+в) (2-е) (уд-и} 


Итакъ, главныя полуоси центральнаго эллипеоида инерщи суть: 


. Уз 

Опредфлимъ по этимъ даннымъ моментъ ннерщи параллепепипеда от- 
‘восительно оси, проходящей чрезъ его центръ тяжести и составляющей 
осями углы (а, В, 1). По (346), и (347) имфемъ: 


= ое + 22) с053а + (с? - а?) с08?8 + (а*+ 5?) еоз?т] . (352) 


Посмотримъ, какую бы мы получили величину для -], еслибы опре- 
ее по (344). 
Изъ аналитической геометрии извЪетно, что: 
=. 208 а 
у=р. с05 В 
2=р. 6081 
Подставляя эти величины въ (350) получимъ: 
2° [(6? + ©) соз?а + (6? + а?) соз?В + (а* + 8?) с0з?1] = р*. 
Вставляя сюда, выфсто р“, его величину изъ (349), получимъ: 
67-2) сова + (24-0?) гой + 1+ Фе = 1... (858) 
Вставляя въ (344) величину р’ опредфляемую изъ (353), получимъ 
“= Е. М [(6 + с?) с0за + (с? а?) со? В + (а? + 52) 033] 
я 12% 


произвольная величина сокращается и получается опять фор- 
к (353). 
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На этомъ примфрф мы хотфли выяснить слёдующее. Благодаря про- 
извольности  эллипсоидъ инерши даннаго тфла, опредфленный уравне- 
вемъ (343) имфетъ произвольные размфры. Другими словами; для каж- 
даго значев!я Г получается свой эллипсоидъ инерщи, но любой изъ этихъ 
взаимно подобныхъ эллипсоидовъ годится для опредфленя «7 построенемъ, 
изложеннымъ въ ковцф $ 151 и выражаемымъ формулою (344). Когда 
товорятъь объ эллипсоидв иверщи тфла, то говорятъ о любомъ изъ взаимно 
подобныхъ эллипеоидовъ, соотвфтетвующихь различнымъ значенямъ А. 

Посмотримъ теперь, какое соотношене имфется между формою парал- 
лелепипеда и формою его эллипсоида инерщи. Положимъ: наибольший 
размфръ параллелепииедь имфетъ въ направлен оси ихсовъ, наименьший 
въ направлеви оси 3едовъ, такъ что: 

а>ь> с. 

Изъ (351) видно что въ такомъ случаЪ эллипеоидъь инерщи будетъ 
имфть тоже наибольшую ось по оси иксовь, наименьшую по оси зедовъ. 

Но изъ (344) видно, что чфмъ больше ось 2р эллипсоида инерщи, 
тфмъ меньше относящйся къ ней моменть инерщи. Слфдовательно наи- 
больший моментъ инерши параллелепипеда будетъ относиться къ его наи- 
меньшей оси симметрии и наименышй моментъ инерцш относится къ его 
наибольшей оси симметрии. 

Если имфемъ кубъ, то а = 6 = и эллиисоидъ инерщи принимает 
видъ сферы. 

Если 6=с. то эллиисоидъ инерщи есть [см. (347) или (351)] элаип- 
соидъ вращешя около оси 2. 

$ 155. Эллипсоидъ инерщм параллелепипеда, 'относящйся къ концу 
его наименьшей оси симметри. Предполагая а>5> с опредфлимъ моменты 
инерщи А’, В', С’, относящцеся къ осямъ параллельным ребрамъ парал- 
лелепипеда и проходящимъ чрезъ точку, опредфляемую, въ систем коор- 
динатъ предыдущаго параграфа, координатами (©, о, 

По (337) имфемъ: 


2. 


МЕ: 
4' = А+ 
в=в+ем 


или, согласно (347) 
бе 3е 
АЕ 


2 
р: м@ —а*) = 3 у 
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Сотласно $ 152-му главныя оси инерщи точки (с, 0, В именно па- 
раллельны осямъ (х, у, 2). Величина главныхъ полуосей эллипсоида инер- 
щи построеннаго для точки ( о, 0, 2) прамо опредфляется изъ (341) фор- 


мулами. 
УЕ 

полуось параллельная оси х равна Ул 

$ ` а ". г 
УЕ 

» > В 

УС 


$ 156. Моменть инерщи прямого круглаго цилиндра относительно его 
геометрической оси. Обозвачимъ чрезъ Ё радлусъ, чрезъ № высоту ци- 
ливдра. Примемъ за элементъ объема безконечно малую призму, ребра 
которой параллельны оси 2 цилиндра и основаше которой ограничено 
дугами окружностей радусовъ хи х -+ аи двумя рад1усами, составляю- 
щими между собою уголъ 46. Высота такой призмы будетъ 42; объемъ 
ея будеть » 4" 48 42, такъ что ея момевтъ инерщи относительно оси # 


равевъ 
73 г 6 аг. 


Поэтому момевтъ инерщи +7 всего цилиндра относительно его геоме- 
трической оси равенъ ь 


^ 2= В 
= Г мака = ваз Ве. (354) 
596 
Но масса цилиндра Е?/ё. СлЪфдовательно: 
. 
= г М, сена (355) 
ГЛАВА ПИ. 


Моменты инерщи площадей. 
$ 157. Моменть инерщи площади. Представимъ себЪ весьма тонкую 
‘пластинку ограниченную двумя взаимнно параллельными плоскостами и 
закою либо цилиндрическою поверхностью, периметръ основашя которой 
вазывается хонтуромь пластинки. Пусть 6 толщина, № плотность пла- 
станки. Возьмемь на одной изъ плоскихъ сторонъ элементарную пло- 
шаль 4 и вырфжемъ по контуру этой площади элементъ пластинки, тоже 
сы, съ образующими перпендикулярными къ плоскимъ сторо- 
Масса т такого элемента будеть: 
№ забленан-вятаь ба 06. . (855) 
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Обозначимъ чрезъ х разстояне такого элемента отъ оси ММ, лежа- 
щей въ плоскости одной изъ плоскихъ сторонъ пластинки. 
Моменть инерщи всей пластинки относительно оси ММ будетъ 


1= тн = Ур . 174 = ..... (857) 


Величина бл, какъ это вытекаеть изъ (356), есть масса пластинки, 
вырфзанной на единицв площади. Ее называютъ массою единицы пло- 
щади пластинки. Если эта масса В» равна единицв, то 


ЗЫ . . (858) 


Теоремы предыдущей главы легко распространить на моменты инерщи 
площадей, тогда получимъ слфдующее. 


$ 158. Соотношене между моментами инерщи площади относительно 

взаимно-параллельныхь осей. 
Моментъ инерни „1 относительно какой-нибудь оси 1/ (физ. 49) 
равен» суммь момента инерии „о относительно оси параллельной но 
р’ проходящей чрезъ центрь инерщи пластинки и про- 
77 изведенбя квадрата разстоямя между этими осями 

на площадь $ всей пластинки, 

а (359) 


= Отсюда слфдуетъ, что мзь всъхь моментов» инер- 
ции данной площади относительно осей параллель- 
ныхь между собою наименьший тот», который берется 
Фиг. 49. относительно оси, проходящей чрез центр» инерции 
площади. (Здфсь разсматриваемъ только оси, лежапйя 

въ плоскости пластинки). 


$ 159. Моменты инерщи площади относительно осей, взаимно-перес$- 
кающихся. По даннымъ моментамъ инерши паощади относительно двухъ 
взаимно перпендикулярныхь 0сей д и у опред$- 
лимъ моменть инерщи относительно оси, проходя- 
дящей чрезъ ихъ пересфчене О’ (фиг. 50). 


Уу'. @& — 4. 

Уд? . @ = В. 
Примемъ обозначеше: 

Улу . @ = С. 


'Найдемъ по этимъ даннымъ, чему равонъ мо- 
менть инерщи +7 относительно прямой Г,, составляющей съ осью 2 уголъ $. 
Пусть М будеть какая-нибудь точка (л, у) данной площади. Обозва- 
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чимъ чрезъ х ея разстояше отъ Г. Имфемъ: 
1 = 22 + у’ [ОМ. соз (ОМ, Г] 
— 2 + у’ — [2605ф + узтф]? 
= 231? ф + у’ 609 ф — 22у.зтф. с0зф. 
Поэтому: 
= Уп . 48 =? ф Уд? . 45-+ с03? фУу?. 43 —Эзтф. созф . Уху 48 
или 
7=А. 6083 + Взт?ф —2С.зтф. с08ф. .. . (360) 
Эта формула опредляеть 7 по даннымъ ф, 4, В, С. Слёдовательно, 
‘вообще говоря, для рьшешя задачи недостаточно знать ф, 4, В: надо еще 
| знать С. Но мы сейчасъ увидимъ, подобно тому какъ мы это видфли въ 
° предыдущей глав, что во многихъ саучаяхъ С = 0. 
$ 160. Эллипсъ инерщи. Чрезъ какую-нибудь точку О плоскости, въ 
которой лежитъ данная плошадь, будемъ проводить оси Г, опредфаять по 
‘отношеню къ этимъ Г, моменты инерщи и откладывать на осяхъ Г, век- 
торы р, такъ чтобы: 


Доклжемъ, что геометрическое м$фето концовъ такихъ векторовъ будетъ 
‘эллипсъ. 


Имфемъ: ь УЕ 
Ома 0%® 
гЗОЧе ста иоуя „сет (362) 
р Е 9.5 зт 
УР. ут. 89 


Вставивъ опредфляемыя изъ (362) величины с08ф и зтф въ (360), по- 
получимъ: 

42'-- В — ЗСУ: ее ыь се (363) 

Это уравнеше 2-го порядка. ‹/ не обращается въ нуль. Сафдовательно, 
‘согласно (361), кривая (363) не имфетъ безконечно удаленныхъ точекъ. 
“Сафдовалельно это эллипсъ. Онъ называется эллиясомь инерии. ИзвЪстно 
аналитической геометри, что большая ось такого эллипса наклонена, 
оси 2 подъ угломъ а опредфляемымъ формулою: 
ых = 2980 
С —= я: 


Повернувъ оси координатъ на уголъ х получимъ уравнене этого эл- 
въ видв 


_ бя залипса инерщи, построеннаго для точки 0 называются мавными 
инери?и для точки О. Если О находится въ центрЪ тяжести дан- 
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ной площади, то оси эллипса инерши называются мавными центральными 
осями инерцеи. 

По даннымъ моментамъ инерщи А и В относительно главныхъ осей 
инерщи для какой либо точки О находится моментъ инерщи 7 для оси, 
составляющей съ осью 2 уголъ ф, по формуль 


= А со? ф- Вт... (365) 


вытекаюцщ!й изъ (360) при С = 0. 

Итакъ: законъ распредъленёя моментовь инерии площади относи- 
тельно осей, проходящихь чрезь какую либо точку О ея плоскости, вы- 
ражается эллипсом» инерши, именно: моменть инерши относительно 
какой либо оси Т,, проходящей чрезь О обратно прапоритоналень квадрату 
разстоящя точки О 90 точки пересъченя Т, съ этимь эллипсомь, такъ 
какъ изъ (361) слфдуеть: 


Зная моменты инерщи А и В относительно главныхъ центральныхъ 
осей, можно найти моментъь инерщи относительно какой угодно оси; & 
именно: (по 865) опредфлимъ моментъ инерщи для оси, проходящей чрезъ 
центръ тяжести и параллельной данной оси; затВмъ по (359) опредфлимъ 
моментъ инерщи относительно данной оси. 

Перейдемъ къ примфрамъ. 

$ 161. Моментъ инерщи прямолинейнаго отрЪзка относительно оси, про- 
веденной чрезъ конецъ его перпендикулярно отрфзну. Обозначим чрезъ # 
длину отрзка. Если плотность отрзка = 1, то масса его элемента = 42. 
Вычисляемъ: 


к № 
= виа — [24# = 3. 
о 
Итакъ: в 
ЯЗ. соевый . (367) 


$ 162. Моменть инерщми прямолинейнаго отрфзка относительно оси пер- 
пендикулярной къ нему проходящей чрезъ его центръ тяжести. По (359) 
получимъ: 


№ 
=Ф- з: Ъ. 
Сравнивая (съ 367) получимъ: 
23 72. 
л=з—ч: 
Отсюда: 
№3 
ЕЕ чела (368) 


== 


$ 163. Моменть инерщи прямолинейнаго отрфзка относительно накой 
либо оси, лежащей въ плоскости отрфзка. Опредфлимъ (фиг. 51) моменть 
инерши прямолинейнаго отрфзка относительно оси 1, сеставляющей х съ 
нимъ уголъ ф и отстоящей отъ его центра тяжести на разстояви а. 
Замфтимъ, что для такого отрзка, принятаго за ось х 
А = $у’4 = о 
С = Блу 4 = о. 
Получимъ (по 365) моменть инерщи „7, относи- 
тельно оси, проходящей чрезъ центръ тяжести подъ 
гломъ ф къ отрьзку: 
То = Вз7? $. 
Или, согласно (368) 


» = 12 эт? ф. 


Фиг, 51, 


ЗатВмъ (по 359) получимъ искомый 
Я =, + а = м эт? ф - ав. 


$ 164. Моменть инерши прямоугольника относительно его основания. 
Обозначимъ высоту прямоугольника чрезъ №, основаше чрезъ 6, искомый 
моменть инерщи чрезъ „7. 


А к ь р 
уе 
: ; 


ры к т" 


Параллелограммъ превращается въ равновеликй прямоугольникъ 
ирибавкою и отнятемъ равныхъ треугольниковъ. Слфдовательно и мо- 
менть инерши параллелограмма относительно его основавйя $ выражается 
формулою (369): 

$ 165. Моменть инерщи прямоугольника относительно оси, проходящей 
чрезъ его центръ тяжести параллельно одной изъ его сторонъ. Обозначимъ 
‘искомый моментъ дн ар 7. - По (359): 8 


де. в. В 


Шо (369): 


и и Г 
= — 1.8% : 
тельно: оз , 
а (370) 
$ 166. Моменть инерщи двутавроваго с$- р 5" 
‘относительно оси, проходящей чрезъ его у ы 


тажести параллельно его основанию. 
инерщи 7, такого сфченя (фиг. 52), Фиг. 58. 
выраженю моментовъ инерщи суммами, равенъ разности мо- 


— 140 — 


мента инерци прямоугольника АВС и частей ЕРСН и ЕРС'Н'. 
СлЪфдовательно: 
5 _ 6—6) №. 


Ча. Уча 


$ 167. Моменть инерши круга относительно д’аметра (фиг, 23). За 
элементь площади примемъ часть, ограниченную двумя безконечно близ- 
кими окружностями и двумя радфусами, соста- 
вляющими уголь 48. Площадь такого элемента 
равна 4$ — рр. 48 


То = Ху? аз = Хр?зт?0.р ар. = 
С у р бр 


уз а 
== ар. @8 = 
о 


2 
Л 
= ми. РЕ. {21 
$ 


зт? 0 въ послфднемъ интеграл проходить всф тф значеня, какъ соз 9, 
только въ другомъ порядкф. Поэтому 


® = 
О . 4 = [ок . @6. 
в 


5 


Слфдовательно: 


2= 2= 
ДДа=зк = Дов во и ‚лв а 
5 $ 


Итакъ: 


ле че Е: . (873) 


$ 168. Значеме момента инерщи площади относительно оси въ теорм 
сопротивленя матераловъ. Мы могли бы моменты инерщи площадей раз- 
сматривать какъ частные случаи моментовъ инерщи тьлъ, а съ послфд- 
ними мы встрётились при вычислени живой силы вращеня ($ 148). Но 
моменты инерщи площадей играютъ, кромф того, весьма важную роль въ 
теор!и сопротивлешя матер!аловъ. Изслфдуемъ, напримфръ, равновфее 
бруса, задфланнаго однимъ концомъ въ стфну, имфющаго форму парал- 
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лелепипеда и сгибаемаго грузомъ Р, приложеннымъ къ его свободному 
концу (фиг. 54). Изъ теори упругости извфстно, что нфкоторый слой 
ММ останется нерастявутымъ и несжатымъ. Онъ называется нейтраль- 
нымь слоемь. Слои, лежаще выше его, растягиваются при сгибанйи бруса; 
слои лежапе ниже сжимаются. 

Обозначимъ внутреннюю упругую силу, сопротивляющуюся деформащи 
бруса и отнесенную къ единицв площади сфченя, чрезъ э; эта величина, 
называется напряжешемь. Эта величина перемфиная, различная для раз- 
личныхь мфетъ поперечнаго сфчен!я бруса. 

Пусть <, есть напряжеше крайнихъ воло- 
конъ. Напряжеше на поверхности отстоя- 


щаго отъ нейтральнаго слоя на разстоян!и у 

элемента 43 поперечнаго сфченя будетъ 4$; Г] 

оно дастъ разгибающий статическ! момевтъ: 
ус 45. 


Все поперечное сфчене дасть разги- 
бающ статическй моменть: р 


Се @ Фиг. 54. 


распространенный на все поперечное сфчеше. Грузъ Р дасть наиболышй 
(и потому опасн®йший въ смысль перелома) статическ! момеятъ для сф- 
ченя, находящагося у стьвы на разстояв!и # отъ конца. Этоть сгибающй 
моменть будеть Ри. Если чрезъ с будемъ обозначать наибольшее допу- 
скаемое для даннаго матерала напряжеще, то дая него можемъ составить 
уравнен!е, показывающее равенство сгабающаго и разгибающаго статиче- 
скихъ моментовъ: 


Г ГО. и (874) 


Это уравнене называется уравнемемь крппости. Оно служить для 
вычислешая прочныхъ разифровъ частей построекъ и машинъ. Его обыкно- 
венно еще преобразовываютъ, выходя изъ оправдываемаго на опытв пред- 
положен!я, что напряженя въ элементахъ поперечнаго сфчен!я пропор- 
‘цбюнальны разстояямъ элементовъ отъ нейтральнаго слоя, то есть что 

Иа“, 2 
35 % 

За в примемъ напражен!е наиболфе удаленныхъ оть нейтральнаго 
«лоя волоконъ, которыя наиболе деформируются. Подставивъ въ (374), 
ВыЪСТО <, ея величину, опредфляемую изъ (375), получимъ: 

о [ит АЕ то аВ 
У 

Но 7 у’ 43 есть не что иное (см. $ 157), какъ моментъ инерщи пао- 

шали поперечнаго сфченя относительно оси, направленной по его пере- 
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сфчению съ нейтральнымъ слоемъ, Слфдовательно уравнен!е крёпости при- 
меть видъ: 


о 


Воть какимъ образомъ моменть инерши появляется въ уравнени 
крьиости и играетъ, слфдовательно, первостепенную роль въ теорйи сопро- 
тивлен!я матер!аловъ. 
Приведемъ еще слдующий примфръ, иллюстрирующий дфло. 

То обстоятельство, что чертежную линейку легче согнуть какъ пока- 
зано на чертежь (фиг. 55), чёмъ какъ показано на (фиг. 56) объясняется 


Е Сима 


Фиг, 55. 


Фиг. 56. 


Фиг. 51. 


именно тЪмъ, что моменты инерщи поперечнаго сфченя линейки (фиг. 57) 
относительно осей АВ и СП не одинаковы и потому согласно уравне- 
0 крутости (337), требуется больш сгибающй моментъ РА для боль- 
шаго момента инерщи 7. 
$ 169. Снарядъ Амслера` для опредфленя моментовъ инерщи площадей. 
Въ виду такой технической важности моментовъ инерщи площадей Амслеръ 
устроилъь снарядъ для непосредственнаго ихъ опредфлевня, основанный 
ва слфдующихъ соображешяхъ. 


Фит. 58. 


Представимъ себф, что 
стержень д В, длина кото- 
раго равна а, иереходитъ 
изъ положешя АВ въ с0- 
сфднее А, В,, при чемъ А 
скользигь по прямой Х, 
конецъ-же В скользить 
по дугь ВВ, замкнутаго 
контура ВВ, В, В, В. 
Опредфлимть м›ментъ инер- 
ци площади АА,ВВ, 
описанной стержнемъ. Эта 
площадь разбинаетея на 


площади параллелограмма АА,СВ и треугольника А,В,С. Евли 


то 


МИ: —а> 


АА,СВ =а.зтф. 4; СА, В, = а* 


д А, АВ — $; 


д СА, В, = 4, 


93 
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Моменть инерщи параллелограмма, согласно $ 164, равенъ 
1 3 тз. 
3 °'- 9 ах. 


Моментъ инерщи треугольника СА,В,, пренебрегая безконечно малыми 
2-го порядка можно считать равнымъ моменту инерши треугольника 
СА,С, въ которомъ СС, параллельна оси Х. По общей формул 


ф у 4, 


или по формуль (411) моментъь инерщи такого треугольника равенъ 


ак. йо. 44. 


Итакъ, моменть инерщи 457 всей площади АА, В,В равенъ: 
47 = 1.59 веет 9.8 $ 577988) 


Интегрируя это выражевше въ предфлахъ обхода точкою В кон- 
тура ВВ,В,В = Г, получимъ разность моментовь инерщи площадей 
А, А,В,В,В, и А. А,В,ВВ. равную моменту инерщи +7 площади кон- 


ура Г. Но 
Ь 
тво 
® 
ра 


на -6 


‘такъ какт ф возвращается къ своей первоначальной величинЪ. Итакъ: 
; Е 


Ь 
ааа ть 
3 3 4 
; 


Е Ь 
= т. — ве [т в9.& съ т 5879) 
® 6 


Обозначимъ чрезъ 2 точку пересфчешя продолженй прямыхь ВА 
= В,4А,. Если прикрьпимь къ стержню АЛ, ва разстоянш 6 оть А, 
къ на оси параллельной съ АВ, то дуга @[7, описанная каточкомъ 
‘бумагв при переходЪ стержня изъ АВ въ А.В, равна 
ай = (МА + 5) @>. 
безконечно малыми 2-го порядка, имфемъ 
МА, @%р = АА' — 42 зтф. 


АА' — а . зт (ф—@9). 


ОН — 


Слфдовательно 

а0 = зт ф ах В ау. 
При обходь контура Г, концомъ В полная дуга 5, описанная на бумагВ 
каточкомъ, равна 


Ра о 
Но / 4ф = 0. Слфдовательно: 


; 72 
5— [з. 
$ 


Итакъ, необходимый для формулы (379) интегралъ / эт ф. 42 от- 


считывается на дфлешяхь каточка. На снарядь находится еще другой 
каточекъ, соединенный съ первымъ зубчатыми колесами такъ, что, 
ось его образуеть съ осью х уголъ 3$. На дЪлешяхъ втораго ка- 
точка отечитываемъ входяпИй въ формулу (379) интегралъ 

ра 


Г $ (3$) 4х. 


$ 
$ 170. Планиметръ Амслера. Здфсь мнЪ кажется умфстнымъ изложить, 
кстати, теоро другого весьма употребительнаго въ техник снаряда 
Амслера, служащаго для опредфленя площадей, ограниченныхъ данными 
замкнутыми контурами. 
Этоть иманиметръ состоитъ изъ двухъ стержней ОВ и СЛ (фиг. 59) 
соединенныхъ въ С шарниромъ. Въ О находится острый штифтъ, закр%- 


Фиг. 59. Фиг. 60. 


пляемый въ какой либо точкЪ чертежа. Въ Г) находится штифтъ, ко- 
торый обводится по контуру измфряемой площади. На стержн® ОХ на- 
ходитея колесо Р, катящееся по бумаг. 

Представимъ себф стержень СЛ) (фиг. 60), длину котораго обозначимъ 
чрезь 1. Заставимъь конецъь его Ш идти по контуру измфряемой пло- 
щади; конецъь же С поведемъ по нфкоторой лини СС’. Пусть стержень 
пришель изъ положешя СЛ въ положеше С’. Можно разсматривать 
это перемёщене состоящимъ изъ: 1) перемфщеня стержня СО въ по- 
ложен!е параллельное С, Е, и 2) поворота около С, на уголъ 4а. 
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Во время такого перемфщен!я стержень проходить площадь: 
СС'Т’Р = а4®. 
Обозначимъ: разстояше между С) и СЕ чрезъ 4№, радёусъ колеса 
Е чрезъ В, разстояше колеса отъ С чрезъ \, различныя положеня ко- 
леса чрезъ №, Е’, Е"... тавъ, что: 
ОР= С'Е' =. 


ем: ОрОЕ-- ЕСО = Ь. в 1 


. (381) 
Обозначимъ чрезъ 4 уголь, на который повертывается колесо Р при 
переходь изъ Е въ Е’. Имфемъ: 
Ва = ай). @... 
Исключая й изъ (381) и (382), получимъ: 
2 
№%—В.Г. 48 = С —м) 


Интегрируя, получимъ величину 


ь-в.р.0+ (5-м) Е. (888) 


Элементы 4 положительны, когда они увеличиваютъь проходимую 
стержнемъ площадь и отрицательны когда они ее уменьшаютъ. Поэтому 
® = Г 4® представляеть собою разность положительныхь и отрица- 
тельныхъ элементовъ и равна измфряемой площади контура. 


| За лишю СС’ принимають окружность. С описываетъ окружность около 
| острия 0. Могуть быть два случая: 


1) Точка О лежить внутри контура (фиг. 61). Въ этомъ случа а 
_  ивыфвяется оть 0 до 2=; формула (383) даетъ: 


ие += (5—4) = азов в (384) 
2) Точка О лежить внЪ контура (фиг. 62). Въ этомъ случа% а изм$- 


вяется отъ нуля до нуля, и фор- 
мула (383) даетъ: 

р °Ф=Е.Г.6. . (385) 
Фиг. 62. 


Фиг. 61. 


Въ обоихъ случаяхъ площадь легко опредфляется по В, Г, и по углу 9 
‘читаемому ва дЪлевяхъ колесива. 


Н. В. Дезоне.— Бурсъ теоретической мехавики. 2 изд. 10 
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ГЛАВА Ш. 


Обшия свойства моментовъ инерщи и нахожден!е 
ихъ облегченными способами. 


$ 171. Изъ отрьзновъ пропорщональныхь моментовъ инерщи 4, В, С 
тТфла относительно трехъ взаимно перпендикулярныхь осей всегда можно 
составить треугольникъ. ДЪйствительно, изъ равенствъ: 


А = Ут (у? + 2) 
В = ут (ай +27) 1... ...- (386) 
Сб = 5т (й + у) 
слфдуеть ь 
А-В — С= 25т? 
Но Утг? есть величина всегда положительная. СлЪдовательно: 
А-+В> 0. 


В+ 0б>А 
С--А>В 


при этихъ усломяхъ всегда возможенъ треугольникъ изъ отрёзковъ про- 
порщональныхь 4, В и С (сумма двухъ сторонъ больше третьей). 

$ 172. Моментъ инерщи относительно точки. Сумма произведений массъ 
ва квадраты ихъ разстоян! оть данной точки О называется моментомъ 
инерщи относительно точки О или поллрнымь моментомь инери?и при 
‘полюсф 0. Онъ, слфдовательно, равенъ 


Точно тавъ же: 


Ути? 
тд г разетояе массы т отъ полюса, 
$ 173. Моментъ инерщи относительно плоскости. Сумма произведен!й 
массъ на квадраты разстоян! ихъ оть плоскости называется моментом» 
инерщи относительно плоскости. 
Такимъ образомъ: 
Ута? = моментъ инерщи относительно илоскости (у, 2) 
Хту = » » $ (9) 
Ут = ь ь > 5 (у 
$ 174. Сумма моментовъ инерщи относительно трехъ взаимно перпен- 
дикулярныхь осей, пересЪкающихся въ одной точкЪ, равна двойному поляр- 
ному моменту инерщи относительно этой точки. Изъ (336) слфлуетъ: 


А+ В+ С = эм (2 + +7) ...“. 88 
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$ 175. Моменть инерщи +7 поверхности сферы относительно д'аметра. 
Если радусъ сферы равенъ г, то полярный моменть относительно ея 
центра равенъ Ули?, Отсюда, согласно $ 174, слФдуетъ: 


ный. 2 
= М". 


$ 176. Моменть инерщи плоской пластинки относительно оси перпен- 
дикулярной къ ея плоскости равенъ суммЪ моментов инерщи пластинки 
‘относительно двухъ взаимно перпендикулярныхь осей, лежащихь въ ея 
плоскости. ДАйствательно принимая ось перпендикулярную къ пластинкЪ 
за ось 2 получимъ по (386): 

А = Уту; В= тя; б = Ут (2? + у?). 
Отсюда 
С=А- В. 

$ 177. Моменть инерщми „7 окружности относительно даметра. Если 
адусъ окружности ”, то моменть инерщи ея относительно перпендику- 
дяра къ ея плоскости, проходящаго чрезъ ея центръ, равенъ 


ПИР М В осо (388) 


Слфдовательно моменть инерщи «7 относительно даметра будетъ, 
часно $ 177, равенъ 


$ 178. Радусъ инерщи. Мы знаемъ, что моментъ инерщи &) относи- 
но оси равенъ Хли”?, гдз г разстояше каждой точки тьла оть оси. 
Величина р опредфляемая изъ уравнен!я 


сафдовательно равная 


вается радгусомь имерши или зирашоннымь радбусомо. 

Моменть инерщи относительно оси точки, имфющей массу М и нахо- 

ся въ разстоящи-” оть оси равенъ 

Мп. 

’Сябдовательво, радусъ инерши такой точки относительно этой оси 

согласно (391) самому разстояню ея я отъ оси. 

_Изъь $ 175 слфдуеть, что. радусъ инерши поверхности сферы относи- 

маметра равенъ н- 7, ГД г радусъь сферы. 

$ 177 слфдуеть, что радуеъ инерщи окружности относительно, 
ляра къ ея плоскости, проходящаго чрезъ ея центръ, ра- 

уз тдЪ г радусъ окружности. 


10* 
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$ 179. Моменть инеощи эллиптической пластинки. Пусть уравнене 
эллипса, ограничивающаго пластинку таково 


такъ что: 
а. СКЛОН 


Моментъ инерши квадранта эллипса относительно оси у будетъ: 
Гена 2? Уа— 27 ах. 
® о 

Полагая здфсь 


получимъ 


ыя 


а/м ева 
; 


Моментъ инерщи площади всего эллипса будетъ слфдовательно: 


2 = 
з 

м кт эт? (2$) 4 = 
° © 


. я. 
‚Г оао = зи ата в. 


Отсюда по (372) получимъ: 
Г: 
«7, = таб = 
Но таб = М = масс пластинки. Слфдовательно 
О 


Точно такъ же найдемъ моментъ инерши 7? эллиптической пластинки 
относительно оси х 
. 
=... :..: 894) 


Слфдовательно моментъ инерщи 7 отвосительно оси перпендикулярной 
къ эллиптической пластин и прохолящей чрезъ ея цевтръ будеть: 


а 


ЧЕМ. А > 
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$ 180. Моменть инерщи трехоснаго эллипсоида относительно одной 
4 ‘изъ осей симметрм. Пусть уравнеше эллипсоида (фиг. 63) таково; 


а рег 
ЗЕЕ нь: (396) 


‚ 
з 


Ралсмотримъ слой РМО параллельный плоскости (у, г). Площадь его *) 
равна . РМ. ОМ. Но РМ есть значеше, принимаемое координатою 2 
при у = 0; тогда какъ ОМУ есть звачеше, принимаемое координатою у 
при 2=0. Слдовательно, согласно съ (396) 


Ри=° Иа —* .. (397) 


9=? Им — 2? .. (398) 


Поэтому площадь слоя равна 


2:8 8 (а? — 27). 


Слфдовательно моментъ инерщи +7 отно- 
‘сительно оси 2, согласно съ $$ 176 и 179 будетъ: 


=. Р№? + 9 № 
2= /* пе +9 ). 4 
х м г (6-6?) 
8. /е-5 (2 — 272). а 
== ии $? + с*) 
5. 


$ 181. Формулы моментовъ инерщи, особенно часто встрчающихся въ 
Моментъ инерщи 

1) Площади прямоугольника, им$ющаго стороны Эа и 25, относительно 
зежащей въ его плоскости, проходящей чрезъ его центръ и перпен- 
въ сторон За равенъ 


`Еарисованъ только одинъ октанть эллипсоида, а разсуждевя отно- 
=» всему элаиисонду. 
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Моментъ инерщи той же площади относительно оси перпендикулярной 
плоскости прямоугольника и проходящей чрезъ его центръ равенъ 


а 
о. О (400) 


2) Моментъь инерши эллиптической пластинки относительно оси 2а 
равенъ 
в 
му. 


Моменть инерщи той же пластинки относительно оси перпендикуляр- 
ной къ ея плоскости и проходящей чрезъ ея цевтръ равенъ: 


в 
НН, , ВЮ 


М 


3) Моменть инерщи трехоснаго элаипсонда относительно оси За равенъ: 


В 
И лы зы (402) 


Слфдовательно моментъ инерци объема сферы относительно даметра 
равенъ 


тдВ х радусъ сферы. 

4) Моментъ инерши прямоугольнаго параллелепипеда, имфющаго ребра. 
2а, 2Ъ, 2с, относительно оси симметр!и параллельной ребру 2а равенъ 
(сравн. $ 151): 

И е 
м = 

Для запоминан!я этихъ формулъь замфтимъ: моментъь инерщи этихъ 

тьль относительно оси симметрии равенъ 


М. ‘Ума квалратовъ полуосей перпендикулярныхь въ оси 
ы 3, или 4, или 5 Е 


ЗдЪсь въ знаменател® 
3 для прямоугольнаго твла, 
4 › оллиптическаго › 
5 ›» оэланпсоидальнаго » 


$ 182. Моменты инерщи, находимые дифференцированемъ. Моменты 
инерщи всякаго тфла могуть быть ваходимы при помощи формулъ (386) 
и теоремъ $5 149 и 150. Но иногда удобвфе бываеть вычислять ихъ 
дифференцироваемъ изъ извфстныхъ моментовъ инерщи другихъ тфлъ. 
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Зная, напримфръ, что момевть инерщи эллипсонда относительно оси 
2а равенъ 
4 р-не 
3: 5 8 


заключаемъ, что при безконечно маломъ увеличеши этого эллиисоида, 
моментъ инерщи слоя, На который эллипсоидъ увеличился равенъ 


] 4 Ио 
ат. м. 5 ] 


Указанное здфеь лифференцировае можеть быть исполнено, если 
данъ законъ измёнен!я эллипеовда. Если, напримфръ, положимтъ, что по- 
верхности, ограничивающия слой, подобны и что 

: $ — ра 
с = аа, 
то моменть инерщи эллипсонда равенъ 
4 (ра) а* 
в: #^ 24 аб => 
моменть инерщи слоя равенъ 
Че. Ро). аа 2 Чо (404) 


Масса эллипсоида равна 


А и 4 


Слфдовательно масса слоя равна 
4тр . ра . ааа = М. 
Поэтому опредфленный формулою (404) моментъ инерщи слоя равенъ 


у ме) 


$ 183. Гиращюнный эллипсоидъ. Разсмотримъ эллипсоидъ, оси котораго 
расположены по главвымъ осямъ инерщи для точки О и полуоси кото- 
раго равны гирашоннымъ рад{усамъ, илущимъ по этимъ осямъ. Такой 
_залнисоидъ называется гиращоннымъ. Пусть эти гиращонные радусы 
«ть а, В, т. Они, согласно $ 176, опредфляются изъ формулъ: 


Ма: =А 
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Уравнеше гирацюннаго эллипсоида будеть слфдовательно: 


ео да 

эеИеВЕЕ........ . (406) 
или, согласно (405) 

Не рЕеы. 407 

ЯНЕ+о=и: Ре (407) 


Если р, есть такой перпендикуляръ опущенвый изъ начала коорди- 
натъ на плоскость касательную къ эллипсоиду (407), который составляеть 
съ осями координать углы ^, ф», у, то 

Мр,? = А соз?. +- В с0? № + С с08у 


Съ другой стороны радгусъ-векторъ р эллипсоида инерщи: 
Аз? - Ву? + С? = 


составляющ!Й съ осями координать ть же углы ^, |1, у, опредфляется изъ: 
—_ 2. 0 Е 
+ _А 205? -- Всоз* № + Сооз?у` 
СлЬдовательно, согласно съ (344): 
т = (Ао? += Вер + бойу), 


Слфдовательно согласно (408): 
Г. ет 


Изъ (409) видно, что моментъ инерщи относительно перпендикуляра, 
опущеннаго на касательную плоскость гиращоннаго эллиисоида. изъ 
центра, пропоршюоналенъ квадрату этого перпендикуляра. 

Въ нЪкоторыхъ вопросахъ гиращюннымъ эллипсоидомъ удобнфе поль- 
зоваться, чфмЪъ эллипсоидомъ инерщи. 

$ 184. Эллипсоидь Лежандра. Если моменты инерши какого-нибудь 
даннаго тфла относительно плоскостн координать суть Ут?, Утуз, та? 
и масса М, то эллипсоидъ. 

р ” у. 5 


и мес 


называемый эллипсоидомь МЛежандра, имфеть т же самые моменты 
инерщи 4, В, С относительно осей координатъ, каке имфетъ данное 
тЬло. ДЪЙствительно, согласно (399): 
5Уту БУХта 
м( ити 
5 


у Уж (+ 2). 
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Точно такъ же получимъ: 

В = Ут (2? + у") 
Сб = Жт (2 + у) 

Но изъ равенства моментовъ инерщши относительно осей координатъ 
слЪдуетъ, согласно $$ 149 и 150, равенство моментовь инерщи относи- 
тельно любой оси. Итакъ, эллипеоидъь Лежандра есть ло равныхь мо- 
‘ментовь инерии по отношению къ данному тфлу. 

$ 185. ТЪла (или системы) равныхъ моментовъь инерщи. Два тВла (или 
дв системы) называются тлами (или системами) равныхъ моментовъ 
инерщи, если момевты инерщи относительно любой оси одной системы 
соотвфтственно равны моментамъ инерщи относительно тЪхъ же осей дру- 
той системы. 

Примфръ такихъ тЬаъ мы видфли въ $ 184; данное тфао и соотв®т- 
ственный ему эллипсоидъ Лежавдра суть тьла равныхъ моментовъ инерции. 

Для одной и той же системы можно найти множество системъ рав- 
ныхъ моментовъ инерщи. 

Теорема. Если двъ системы импють общёй центрь тяжести, оди- 
наковую массу, одни и тзъь же злавныя центральныя оси инерщи и со- 
отвттственно равные ълавные центральные моменты инерщи, то онъ 
суть системы равныхь моментовь инерщи. 

Справедливость этой теоремы вытекаеть изъ основныхъ теоремъ 
$8 149 и 150. 

Обратная теорема. Де системы равныхь моментовь инерши 
‘импють общий центрь тяжести, общая злавныя центральных оси инер- 
щи, ‘равные злавные центральные моменты инерции и равныя массы. 

Доказательство обратной теоремы. Если двф системы суть 
системы равныхъ моментовъ инерщи, то онф должны имфть общя оси 
максимальныхь и минимальныхь моментовъ инерщи. Изо всфхъ взаимно 
параллельныхь осей прямая, проходящая чрезъ центръ тяжести служить 
осью наименьшаго момента инерщи (см. $ 149). Разсмотримъ взаимно 
параллельныя прямыя перпендикулярныя къ прямой, соединяющей центры 
тяжести у и 9’ данныхъ системъ. Изъ этихъ прямыхъ минимальный мо- 
менть инерщи 1-0й системы относится къ той, которая проходить чрезъ 
$. минимальный моментъ инерщи 2-ой системы относится къ той, кото- 
рая проходить чрезъ 9’. Прямыя эти, согласно сказанному въ началь 
доказательства, должны совпадать, а это можеть быть только тогда, когда 
‘сокпадають 9 и 9’. 

Разсмотримъ прямыя, проходяшя чрезъ общий центръ тяжести. Оси 
зжинимальнаго и максимальнаго момента инерщй въ той и другой систем 
оси главныхъ центральныхь моментовъ инерщи. СлЪдовательно, дв 
‘оси одной системы должны совпадать съ двумя такими осями дру- 
системы. Слфдовательно, и третьи главныя центральныя оси совпадутъ. 
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Разсмотримъ, навонець, двё взаимно-паралдельныя оси, находяпияся 
одна отъ другой на разстояви р, итащя, что одна изъ нихъ проходить 
чрезъ общ центръ тяжести нашихъ системтъ. Согласно $ 149 разность 
относящихся къ нимъ моментовъ инерщи дая одной системы равна Мр*; 
для другой М'р? и эти величины равны. Слфдовательно и массы Ми М’ 
системъ равны между собою. 

$ 186. Моментъ инерции треугольной пластинки относительно прямой, про- 
ходящей чрезъ вершину. Пусть АВС есть данный треугольникъ. Найдемъ 
его моменть инерши относительно оси Ау (фиг. 64). Продолжимъ сто- 
рону ВС до пересёченя въ Г) съ осью Ау и про- 
ведемъ 4х перпендикулярно Лу. Данный треуголь- 
никъ АВС можво разсматривать, какъ разность 
треугольниковь АВД и АСД, Найдемъ свачала, 
моментъ инерщи треугольника А ВД. Пусть РоР'0' 
есть элементарная площадь параллельвая оси Ау; 
пусть М есть точка пересфченя прямыхъь Ро и 
Ах; обозначимъ разстояше вершины В отъ оси 
Лу чрезъ В. Положимъ: 

АМ == 
Ар =а4 


Фиг. 64. РОРО'—4 8: 


Моменть инерщи элемента РОР'’О’ относительно оси Ау равенъ: 


ах. 


2 
29 8 д. аз, 


тд № плотность. Моментъ инерши треугольника АВТ равенъ: 


‚ | ( —3) 2?. з = ь 98°. 


Точно такъ же, обозначая чрезъ 1 разстояе вершины С’оть оси 
Ау, найдемъ, что моменть инерщи треугольника АСТ) равенъ: 
1 ‚3. 
12 РЧТ. 
Сафдовательно моментъ инерщи треугольника АВС равенъ: 
а оеия 
та 9 @#— т). 
Но а и ти суть площади треугольниковъь АВЛ и АСР, 
Площадь треугольника АВС равна слфдовательно: 


398 —9. 
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Поэтому, если 2 есть масса треугольника АВС, то его моментъ 
инерщи относительно оси Ау равенъ: 


тЕИФУННР ...... 0 


Помфетимъ въ средивф сторонъ треугольника АВС по точкЪ имфю- 


щей массу 8 Моменть инерши системы этихъ трехъ точекъ относи- 
тельно оси Ау равенъ: 


ету 


мрт] 


Или: 


то есть, согласно (411) равенъ моменту инерщи данной треугольной пла- 
стинки АВС. 

Центры тяжести системы трехъ упомянутыхъ точекъ и треугольника 
совпадаютъ. Обозначимъ ихъ обний центръ тяжести чрезъ О. Проведемъ 
Оу’ параллельно Оу. Согласно $ 149 моменты инерщи пластинки и си- 
стемы трехъ упомянутыхъ точекъ относительно Оу’ равны между собою. 
Точно также будуть равны моменты иерщи треугольника и системы 
трехъ точекъ относительно оси Ох’ перпендикулярной къ Оу’. Слфдова- 
тельно, согласно $ 176, будуть равны между собою и моменты инерщи 
трехъ точекъ и треугольника отяосительно оси Ог’ перпендикулярной къ 
осямъ Од’ и Оу’. 

Одна изъ главныхъ цевтральныхъ осей перпендикулярна плоскости 
треугольника, и она общая для него и для трехъ точекъ; это и будеть 
02. Двф друя центральныя главныя оси лежать въ плоскости треуголь- 
ника и моменты инерщи относительно ихъ суть наибольший и наимень- 
шй, Поэтому эти оси тоже обийя для треугольника и для системы трехъ 
точекъ. 

Итакъ главвые центральные моменты инерщи системы трехъ точекъ 
соотвЪтственно равны главнымъ центральнымь моментамъ инерщи тре- 
угольной пластинки и относятся къ тёмъ же главнымъ центральнымь 
осямъ. 

СлЪдовательно, согласно $ 185: треуюльная плоская пластинка и си- 
стема трель точекъ, размьщенныхь въ срединахь сторонь этою треуюль- 
миха и имющихь каждая массу равную 1 массы пластинки, суть си- 
‘стемы равныхь моментов» инерии. 


$ 187. Центральный эллипсъ инерши треугольной пластинки. Предста- 
зижъ себф залипсъ, который касался бы сторонъ АВ и ВС треугольника 
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АВС въ ихъ срединахь Ри 1; тогда, по теорем Сагно, онъ коснется 
сторовы АС въ ея срединз Е. 
Но РЕ параллельна касательной 
СА, имфющей точку касашя въ Е. 
Поэтому прямая, соединяющая Е 
съ срединою № прямой ОЕ, про- 
ходить чрезъ центръ О’ эллипса. 
А ы с Сафдовательно, цевтръ О эллипса 
Фиг. 65. совпадаеть съ центромъ тяжести 
треугольника. 
Докажемъ, что этоть эллипсъ и есть центральный эллипеъ инерши 
треугольной пластинки. Положимъ: 
ОЕ = 
т = половинЪ даметра сопряженнаго съ ” 
&® = уголъ составляемый хи г. 


Слфдовательно: 
ОУ = з мы БИЗЕ ЧАЯ (412) 
Уравнен!е эллипса отнесеннаго къ сопряженнымъ осямъ хи’ будетъ: 
Ом Ем 
+в =1 


или, согласно (412): 


Отсюда: 


Но моментъ инерщи треугольника относительно оси ОЕ равенъ мо- 
менту инерщи трехъ точекъ Е, РЁ, 1), изъ коихъ каждая имфеть массу 
ы М. Этотъ моменть инерщи равенъ: 


ЗМ. [ЕМ. это} 
или, благодаря (413): 
2 м. Зы 
3 М-4"'- то ен .. о (414) 


Но по теорем Аполлон: 
т’. эт ® = аб 
тдВ аи суть главныя полуоси эллипса; площадь эллипса равна: 
тар = т.т". зто = А. 
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Слфдовательно, величина, обозначенная номеромъ (414), равна: 
ри -ы > =: 
55° =ыз = моменту инерщи относительно ОЕ. 
Слфдовательно моменты иверщи относительно осей ОЕ, ОР, ОБоб- 
ратно пропорщовальны квадратамъ: ОЕ*, ОР? ОШ. Если ивъ веьхь 
взаимно подобныхъ эллипсовъ инерщя выберемъ такой, который прохо- 
дить чрезъ точки Е, Е, Г) (а это, согласно сказанному. возможно) и сл%- 
довательно еще чрезъ три противуположные имъ конца д{аметровъ вписан- 
наго эллипса, то замфтимъ, что два эллипса только тогда могутъ имфть 
6 общихъ точекъ, когда они совпадаютъ, и заключимъ, что вписанный 
Е нами эалипеъ и есть центральный элаипсъ инерши треугольной пластинки. 
| $ 188. Эллипсоидъ инерщыи треугольной пластинки. Перпендикуляръ къ 
плоскости пластинки, проведенный чрезъ ея центръ тяжести, есть одна 
изъ главныхъ центральныхъ осей инерщи пластинки, такъ какъ плоскость 
ея есть главная центральная плоскость. Слфдовательно, вписанный эллипсъ, 
предылущаго параграфа есть одво изъ главныхъ сфчев!Й эллипсоида инер- 
щи пластинки. Поэтому, если 2а и 26 суть главныя оси этого сфчен!я, 
то, согласно $ 176, третья ось 2с элаипсоида инерши опредфлится изъ 
уравневия: 


1 1 1 
гар 
и уравнеше эллипсоида инерщи, отнесенное къ его главнымъ осямъ, 
‘будетъ: 


$ 189. Аффино-преобразоваше. Если увеличимъ, или уменьшимъ въ 
‘одинаковое число разъ разстоявя всфхъ точекъ системы отъ данной илос- 
кости, то получимъ другую систему точекъ, которая называется аффино- 
преобразованемь первой системы относительно данн"й плоскости. 

Теорема. Аффино-преобразовангя двух» системь равныхь моментов 
инерции суть системы тоже равныхъ моментовъ инерши. Если начало 
коорлинатъ находится въ общемъ центр® тяжести двухъ данныхъ системъ 
‘раввыхъ моментовъ инерщи и если условимся обозначать значками ве- 
хичины, относяцяся къ одной изъ этихъ системъ, то: 


Ут = 5т'; Хтх = 0; ту =о... } ЕВ) 
Хта? = Ут"; Утуе = Уту2.... 

Посль аффино-преобразовав!я этихъ системъ въ отношении 1: отно- 

плоскости (х, у). Точка (2, у, =) перейдеть въ точку (2, у, те); 

(7. У, =) перейдеть въ точку (2”, у’, 2’); массы т и т' перей- 

(велфдстые удлиннешя элементовъ) въ массы пт и и’. Ясно, что 
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тождества (415) послф такого преобразовав!я останутся тождествами, и 
потому новыя системы будуть опять системами равныхъ моментовъ 
инерщи. 

$ 190. Эллипсъ инерщм аффино-преобразованной системы есть аффино- 
преобразоване эллипса инерщуи данной системы. Произведемъ такое аффино- 
преобразоване относительно оси х данной плоской системы, при которомъ 
точка (2, У) переходить въ точку (2, у’), гдВ у’ = пу; масса т перехо- 
дить въ массу эт’, гдВ и’ = ит. 

Получимъ: 


Уна, У нь Уни = Уну' 


от О 
УЕ У 


Эллицеъ инерщи данной системы выражается уравнешемъ: 
Х?Хту? — 2ХУХтлу + У?Ута? = М ... . (411) 


... (416) 


Эллиисъ инерщи преобразованной системы выражается уравнешемъ: 

ХУту" — 2х'УХтлу + УЗУта =ЬМ'. „ , (418) 

Произведа надъ (417) аффино-преобразоване, выражаемое равенствами 
р = 

и выбирая /" такъ, чтобы #' = из, получимъ (418). Итакъ: эллипеъ 


инерци аффино-преобразованной системы есть аффино-преобразоване 
эллипса инерши данной системы. 


$ 191. Центральный эллипсъ инерщи параллелограмма. Теорема преды- 
дущаго параграфа позволяеть опредфлять видъ эллипсовъ инерщи менфе 
правильныхь фигуръ по извЪстному виду эллипса инерщи фигуры боле 
правильной. Напримфръ: Эллипсъ инерщи квадрата есть вписанный въ 
него кругъ. Произведемъ два подрядъ аффино-преобразованя, первое отно- 
сительно стороны квадрата, переводящее его въ прямоугольникъ, второе 
относительно даговали этого прямоугольника, переводящее его въ парал- 
„лелограммъ. При этомъ круговой эллипсъ инерщи квадрата обратится въ 
эллиисъ, вписанный въ параллелограммъ и касающийся его сторонъ въ 
ихъ срединахъ. Поэтому, согласно $ 190, получимъ, что: Эллипсъ инерщи 
параллелограмма есть эллипсъ вписанный въ параллелограммъ и касаю- 
пИЙся его сторонъ въ ихъ срединахъ. 


$ 192. Найти систему 4-хъ точенъ, которая была бы системою равныхъ 
моментовъ инерщи по отношению данной системы. Пользуясь аффино-пре- 
образовашемъ можно доказать (см. Воиё: Те Пупапик 4ег Зузете 
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затгег Когрег. 1. 1, $ 44), что рышев!е задачи, обозначенной въ за- 
тлави этого параграфа, всегда возможно и что существуетъ безконечное 
множество ея рьшенЙ для каждой данчой системы. Требуя болфе симме- 
тричнаго расположеня искомыхъ точекъ, мы упростимъ задачу и полу- 
чимъ одно рьшеше. 

Найдемъ главные центральные моменты слфдующихъ четырехъ то- 
чекъ (фиг. 66): (0,5, с); (0, — 6, с); (а, о, —с); (—а, 0, —с), предио- 
лагая, что масса каждой точки равна 7. 

Не трудно убфдиться, что для такой си- 
стемы: 


Ут =0 
Ушу = 0 
Утг =0 


и что, сл®довательно, центръ тяжести системы 
находится въ началЪ координатъ. Не трудно 
видЪть также, что плоскости (у, 2) и (2, 2) Фиг. 66. 

суть плоскости симметрш системы. Сафдова- 

тельно оси координатъ суть главныя центральныя оси инерщи. Моменты 
‘инерщи относительно этихъ осей будуть: 


А = Ут (у - 2) =т (6 +2) нт (2) + те - те? 
В = Ут (2 + 27) = те? -- те? - т (а? + в?) + т (а? + г?) 
С = Ут (2 у’) = т? + тб + та? та? 
или; 
А = Эт (6? -+ 96?) 
В = 2т (®- 26) |. -ень- (419) 
С = 2т (@ + №?) 


Если главные центральные моменты инерщи какой нибудь данной 
системы точекъ равны А', В', С’, то для того, чтобы выбранная нами 
ма 4-хъ точекъ имфла таке же моменты инерщи, необходимо и до- 
статочно, чтобы, согласно (419). 
‚ 


реза 
2т 


ы С ао . . (420) 


е+ы = 
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Называя массу данной системы М, полагая М = 4т и опредфаяя 
а’, №, с? изъ (420), получимъ: 


вм + ев’ 
1 вет 
РЕВ) |....... (421) 


2 = те: +4 — 5) 


Правыя части этихъ уравнен!й всегда положительны, потому что мо- 
менты инерщи всякой системы таковы, что изъ нихъ можно составить 
треугольник (см. $ 171) и слфдовательно величины, стояшя въ скоб- 
кахъ правыхъ частей уравнен! (421), всегда положительвы. Поэтому 
всегда можно подыскать так я а, $, с, которыя удовлетворяютъ уравне- 
вямъ (421) если А’, В’, С’ суть моменты инерши. 

Итакъ, всегда можно расположить по указанному способу четыре точки 
такъ, чтобы главные центральные моменты инерщи системы этихъ точекъ, 
были равны главнымъ центральнымъ моментамъ инерши данной системы. 
Но въ такомъ случа, согласно $ 185, моментъ инерщи системы четы- 
рехъ точекъ относительно какой бы то ни было оси будеть равенъ мо- 
менту инерщи, относительно той же оси, данной системы. 

Найденныя способомъ, указаннымъ въ настояшемъ параграф», по фор- 
муламъ (421) четыре точки можно назвать точками, характеризующими 
моменты инерши данной системы, въ которой главные центральные мо- 
менты инерши раввы 4’, В’, С’. 


$ 193. Найти систему трехъ точекъ, характеризующую моменты инерщи 

данной площади. Это значить найти такую систему трехъ точекъ, моментъ 

инерщи которой относительно любой оси былъ 

у бы равенъ моменту инерщи данной системы отяо- 
сительно той же оси. 


н Задача эта тоже допускаеть множество рё- 
х Шен, но мы, требуя нЪкоторой симметр!и, най- 

#-ь демъ одно рёшеше. 
а |+а Опредфдимъ главные центральные моменты 
инерщи системы, состоящей изъ точекъ (а, —6); 
Фиг. 67. (—а, —5); (0, 25) фиг. 67). Цевтръ тяжести 


ея находится въ начал координать и ось у 
есть ось симметрии. Слфдовательно, оси координатъ суть главвыя цен- 
тральныя оси. Опредфляемъ (полагая, что масса каждой точки — 71): 

А = Уту? = 6тб? 
В = ;тл? = Эта? 


ЕО. = 


Если главные центральные моменты инерши данной площади суть 
А’, В’, тоа и 6 опредфлятся изъ уравнен!й: 


7:2 
а == 
ча 

А’ 
 — —. 
7 бт 


Если масса данной площади —= Ми М = 3, то: 


2—3 В' 
= 

14 
вые 


$ 194. Услове, чтобы данная прямая была одною изъ главныхъ осей 
для какой-нибудь точки. Мы видфли, что для кажзой точки пространства 
существуеть, для данной системы, свой эллипсоидъ инерщи и свои главныя 
‘оси. Рышимъ слБдующую задачу: дана неизмфняемая система матераль- 
ныхъ точекъ и дана прямая. Опредфлить ту точку этой прямой, для ко- 
торой она есть одна изъ главныхъ осей инерщи и, если такая точка 
существуетъ, опредфдить двф друйя отвосящяся къ ней главныя оси инерщи. 

Примемъ данную прямую за ось 2 и какую-нибудь ея точку за начало 
прямоугольныхъ координатъ. Пусть С есть та точка, лежащая на оси &, 
‚для которой ось д есть одна изъ главныхъ осей инерщи. Позожимъ, что 
дв друйя главныя оси для точки С суть Сх' и Су’. Обозвачимъ чрезъ № 
‘`разстояне ос и чрезъ 6 уголь между Сх и Сх’. Формулы преобразовашя 
координатьъ будуть таковы: 


&' =. 0080 + узт0 
у = — 2. зт0-+ у. 0080 
в =ё— 1. 


Сафдовательно, если Сх’, Су, С2’ суть главныя оси инерщи, то: 
Утя’з' = 6080. УтлЕ -- зтб . Утуг — 


— (6058. Утх -- зт0. Уту) =0...... (492) 
Уту'=' = — 50. Утхе + 6080. Хтуг — 
—й№(— 16. Хтх + 0050. Уту=0..... (423) 


з2т (26) 


Хта'у' — Ут (у? — 2”) З + Хтху соз (20) =0. . (424) 


_ Изъ (424) слфдуеть: 


2х зе 
99 = ев зазучиуиси арибААБ)) 


ВБ Дезоее.-Курсь теоретической механики. 2 ад. и 
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Исключая № изъ уравнешй (422) и (423), получимъ: 


Утяг _ Утуг 
Утх  Уту* 


'Уравнеше (426) и представляеть собою услове, выполнене котораго 
необходимо для того, чтобы ось 2& могла быть одною изъ главныхъ осей 
инерщи для какой либо лежащей на ней точки. 

Изъ (422) и (426) имфемъ: 


Хтхг _ Уту 
— Ут Ут 


Эта формула (427) опредфляеть положен!е на оси 2 искомой точки. 
Формула (425) опредфляеть положен!е двухъ другихъ главныхъ осей. 


$ 195. Сльдств!я, вытекающЁя изъ уравненй предыдущаго параграфа. 
1) Если: 
Ут: =0 
Утуг=0 


то уравневя (427) удовлетворяются при # = 0. Слфдовательно, урав- 
новшя (428) представляютъ собою условёя достаточныя для того, чтобы 
‘ось 2 была одною изъ главныхъ осей инерщи для начала координат». 

2) Если система представляеть собою плоскую мастинку и 06 # 
перпендикулярна къ ней, проходя чрезъ какую бы то ни было точку ея 
‘плоскости, то услов!я (428) соблюдены. Слфдовательно одна изъ главных 
‘осей пластинки для какой либо точки О ея плоскости есть перпендику- 
ляръ возстановлевный къ этой плоскости изъ точки 0. 

3) Уравнеше (425) не содержитъ величины №. Слфдовательно, если 
ось 2 служить одною изъ главныхъ осей инерщи для нфсколькихъ лежа- 
щихъ на ней точекъ, то остальныя главныя оси инерщи этихъ точекъ 
соотвфтственно параллельны другъ другу. Въ этомъ случа уравнеше (497) 
должно давать нЪскозько ршев! для й. Но такъ какъ й входить въ (427) 
только въ первой степени, то такое множество рёшенй можеть суще- 
ствовать только при выполнен!и условий. 


Утх=0; Хту = Хтлг = 0; Хтуз = 0, 


то есть, ось 2 должна проходить чрезъ центръ тяжести и быть ‘главною 
осью уже для каждой изъ лежащихъ на ней точекъ, такъ какъ начало 
координать О можеть быть взято на ней произвольно (въ любой ея точ). 

4\ Если за оси х, у, 2 приняты главныя центральныя оси инерщи, 
то (422) и (423) удовлетворяются всякими значевями й. Слдовательно 
злавная центральная ось инериги служитъ злавною осью инерщи для каж- 
дой изъ лежащихьъ на ней точекъ. 
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$ 196. Распредфлеме главныхъ осей инерщи въ плоскости. Рёшимъ 
‘задачу: 

По данному положенйю злавныхь центральныхь осей ож, 0у, ог и по 
даннымь величинамь злавныхь центральныть моментовъ инерши найти 
‘положеще злавныхь осей и величины злавныхь моментовъ инерцёи для ка- 
‘кой либо точки Р, лежащей въ плоскости (х, у). Такимъ образомъ при- 

} ‘мемъ обозначене: 4, В моменты инерши относительно осей хи у; М 
масса системы. Положимь А > В. Пусть Н и 5 дв точки лежащя на 
оси 2 по 06Ъ стороны О такъ что: 


А—В 
ОН = 05 = у? Ня < . (429) 


Эти точки называютея фокусами инериёи плоскости (2, У). 

Такъ какъ фокусы инерщи лежатъ на одвой изъ главныхъ централь- 
выхъ осей, то, согласно (№ 3) предыдущаго параграфа, главныя осн для 
‘точекь Ни 5 параллельны главнымъ центральнымъ осямъ. Моменты 
‘инерщи относительно тьхъ главвыхъ осей для точекъ Ни 5, которыя 
‘дежатъ въ плоскости (2, у) соотвфтственно равны: 


А — 
К А и, (430) 


Но соглаено (429) второй изъ этихъ моментовъ, опредфляемый фор- 
мулою (430) тоже равенъ 4. Сафдовательно, оси лежащихъ въ плоскости 
<=, У) главныхь сфченйЙ эалипсоидовъ инерщи построенныхь для Ни 5 
равны между собою. Поэтому каждое такое сфчеше есть кругъ. Итакъ 
всакая прямая, проходящая въ плоскости (2, у) чрезъ фовусъ инерщи 
этой плоскости, есть главная ось для этого фокуса, и моменть инерщи 
‘относительно всякой такой прямой равенъ А. 

Одна изъ главныхъ осей для точки Р, лежащей въ плоскости (2, У), 
есть перпендикуляръ къ этой плоскости. ДЪйствительно если ри 4 суть 
координаты точки Р, то такой периендикуляръ будетъ главною осью при 
уеловяхъ: 

УХт@а—р:=о0 
Ут (у—9==0. 
"Но условя эти выполняются, такъ какъ начало координать въ центр 
и оси координатъ суть главныя центральныя оси инерщи. 
Положене двухъ другихъ, лежащихъ въ плоскости (2, у), главныхъ 
для Р опредфляется при помощи слфдующихъ соображен!й. Соеди- 
Р съ фовусами Ни 5 прямыми РН и Р5. Моменты инерщи от- 
но этихъ осей РН и Р5 равны между собою и равны порознь А 
изложевному выше свойству фокусовъ иверщи. Но оси построеннаго 
Р залипса инерщи дфлятъ пополамь смежные углы, образованные 
даметрами. СлЪфдовательно искомыя главныя оси для Р’ суть 
11* 
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биссектрисы смежныхь угловъ, составленнныхь прямыми РН и РЗ. Это 
приводить насъ къ слфлующему заключению: нормаль и касательная въ 
любой точкь Р любою эллитса или зиперболы. имтющихь фокусы въ Н. 
и & м суть злавныя оси инерщи для точки Р*). 

'Итакъ, для нахожден!я главныхъ осей ннерщи для точви Р, лежащей 
въ главной центральной паоскости (2, у) поступаемъ слфдующимъ об ра- 
зомъ (фиг. 68). Откладываемь на оси < наибольшаго момента по 06% 


сторовы центра тяжести длины У АА. Получимъ такимъ образомъ, 
фокусы инерим Ни 5. Проводнмъ эалипсъ, проходящ чрезъ Ри 
имфющй фокуеы въ Ни 5. Нормаль и касательная въ Р къ этому эд- 
липсу и будутъ главными осями 
для точки Р. Третья главная 
ось перпевдикулярна къ этимъ 

У двумъ. 

Намъ еще остается опре- 
дфаить моменты инерщи отно- 
сительно найденныхъ главныхъ. 

К осей. 
Фиг, 68, Проведемь произвольную 
прямую КГ, чрезъ цевтръ тя- 
жести О (фиг, 68). Положимъ, что она составляетъ съ осью 2 уголъ 0. Опу- 
стимъ на эту прямую перпендикуляры 9А и НХ. Момевть инерщи 47. 
относительно КЁ будеть 
7, = А 00820 + Вт? 0 = А— (А— В)? 0 
или согласно (429): 
= АМ. (08. зт0 = АМ. 88% 

Проведемъ чрезъ Р прямую РТ’ параллельную къ КЛ, и опуствмъ ва. 
нее перпендикуляры ЗУ и ИХ. Моменть инерщи относительно Р7 будеть: 
Т.М. КУ*=А-+М(КУ--5К)(КУ-+5К)=А- ВУ . НХМ (481) 

Пусть РТ будеть касательная, РР’ нормаль того эллипса, который,. 
имя фокусы въ Ни, проходить чрезъ Р, уравнеше его будеть 
Ея $ = 1. Тогда: 


а? — 6? = 08* = ЖЕ ааа, . (432). 


Поэтому А-ВУ. ИХМЕЕАЕМЫ 1: (433) 


ибо произведеше 5 У. НХ есть величина постоянная равная 6. На осно- 
ван!и (432) имфемъ: 


А+ =в-+ме=в-+м ( 


8Н + НР\ 
2 }- 


‚*) Отсюда выясняется и назваве „фокусы инерщи“. 


9 


— 165 — 


Пользуясь гиперболою и прямою Вр вайдемъ что моменть инерщи 
около РР равень В+ М (Е) . Итакъ, искомые главные моменты 
предфляются формулою: 

В+М. ( 


БР = = 


а о, = .: : (@34) 


$ 197. Распредфлеше главныхь осей инерщи въ пространствЪ. 

Теорема: Сумма момента инерши С’ относительно плоскости, 
‘проходящей черезъ данную точку им момента инерции С относительно 
нормали кь этой плоскости въ той же точкъ равна моменту инерции 
Ут"? относительно этой точки. 

Доказательство: Изъ условй: 


СЕ Ут (+ у) 


С = Ут 
«грдуетъ: 
С-+ С = Ут (4 + + 2) 
или 


0-0 = т... с ашиы, (435) 
что и требовалось доказать. 
Пусть 4 В, С суть главные центральные моменты инерщи данной 
<иотемы, массу которой примемъ за единицу. ы 
Построимъ поверхность 3-го порядка однофокусвую съ центральнымъ 
гиращюннымь эллипеоидомъ. Положимъ, что полуоси а, 6, с построевной 
поверхности опредфляются уравнениями: 


а =А-+А 
бя чаи ВЕ (436) 
ее = С-+\ 


Найдемъ моменть инерщи данной системы относительно плоскости 
‘касательной ЕЪ посторонней поверхности. Пусть а, В, т, суть углы с0- 
‘ставаяемые нормалью этой плоскости съ оссми координатъ. 

_ Моментъ инерщи системы отвосительно цевтра тяжести (начала ко- 
ординатъ) согласно $ 174 равенъ з (А+ В+ С). Моментъ инерщи от- 
‘воситедьно нормали, составляющей съ осями координать углы а, В, 1, с0- 
чаасно (346) равенъ 4 605? я + В 605? В + С с0*1. Сафдовалельно, по 
‘теоремЪ, доказанной въ начал настоящаго параграфа, моменть инерци 
‘этвосительно плоскости, параллельной разсматриваемой касательной илос 
кости, но проходящей чрезъ О, равенъ 

$ Ти+В-+ 0) — (Асозза + ВоВ + СР)... 81) 
'Моментъ инерши относительно самой касательной изоскости получится, 
согласно (337), если къ (437) придадимъ квадратъ разетоящя между па- 
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'раллельными плоскостями, равный 
(А - № оз?а + (В + 1) 097 В -+ (С9- №) 091. 


Слфдовательно искомый моменть инерши относительно касательной 
плоскости равенъ: 


УМ+в+О-+А НИИАА-— 17° 
или, на основани (436): 
1 (В+ да ой. „25: ра 


Итакъ: моменты инерии данной системы, относительно плоскостей 
‘касательныхь кь поверхности конфокальной съ центральнымь трацон- 
ным» эллипсоидомь, равны между собош. 

ИзвЪфстно, что чрезъ каждую точку пространства проходять двЪ по- 
верхности ковфокальныя съ эллиисоидомтъ, на которомъ лежить эта точка, 
такъ что чрезъ эту точку проходятъ три конфокальныя поверхности: трехъ- 
осный эллиисоидъ, двуполый гиперболоидъ и однополый гиперболоидъ. 

Докажемъ, что плоскости, касательныя въ данной точкъ ко тремь 
проходящимь чрезь ее конфокальнымь поверхностямь, одна изъ коить 
есть эллитсоидь конфокальный съ центральнымь шрациннымь эллитсомл 
дом, ‘суть три мавныя плоскости инерщи для данной точки и что 
сльдовательно, три прямыя касательныя кь взаимнымь переспчешямь 
этихъ плоскостей суть злавныя оси инерии для длнной точки. 

Доказательство: Всякая касательная плоскость "71" (фиг. 69) про- 
веденная къ эллипсоиду параллельно любой касательной плоскости ГГ 

проходящей чрезъ точку Р, дальше отетоитъ отъ 

т т’ центра, чЪмъ плоскость ТТ. Поэтому моменть 
инерщи относительно плоскости 77’ менфе мо- 
мента инерщи относительно плоскости Т"1". 
Но согласно сказанному по поводу формулы 
(439) моменть инерщи относительно 7"7” ра- 
венъ моменту инерщи относительно касательной 
плоскости проведенной чрезъ Р. Слдовательно 
д в моменть инерщи относительно плоскости, про- 

т веденной чрезъ Р касательно къ проходящему 

Фиг. 69. чрезь Р гомофокальному эллипсоиду больше 
моментовъ относительно другихъ плоскостей, 

проходящихь чрезъ Р. Слфдовательно, эта касательная плоскость есть 
одва изъ тлавныхь плоскостей инерщи, именно та, которая с0- 
отвЪтствуеть наибольшему моменту инерщи. Точно также можно до- 
казать, что проходящая чрезъ Р плоскость касательная къ двуполому 
типерболонду есть главная плоскость соотвфтетвующая наименьшему мо- 
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менту инерщю. Поэтому, благодаря взаимной ортогональности гомофокаль- 
ныхъ поверхностей, плоскость касательная однополому гиперболоиду бу- 
детъ тоже одною изъ главныхъ плоскостей инерщи для точки Р, именно 
тою, которая соотвЪтетвуеть среднему главному моменту. Пересфчешя 
этихъ трехъ плоскостей будуть главными осями инерщи для точки Р 
Что и требовалось доказать. 

Найдемъ величины этихъ главвыхъ моментовт, инерщи. 

Пользуясь сказаннымъ въ $5 174 и 149 не трудно доказать, что по- 
лярный моментъ инерши относительно точки Р’ равенъ: 


ея (авар се 0" о. помет. (440) 


если М =1. 
Изъ (435) и (438) слфдуеть, что главные моменты инерщя для точки 
Р будуть: 


ОР? — =, 
бы: | сое (441) 
ОБ —^, =, 


тдВ ^,, А„, А, суть параметры конфокальныхь поверхностей. Замфтимъ, 
что обшай видъ уравненй этихъ поверхностей таковъ: 
2? у 2? 
Вы РО {428 


$ 198. Поверхность равныхъ главныхъ моментовъ инерщи. Посмотримъ, 
какъ расположены въ пространств® т точки, для которыхъ одинъ изъ 
тлаввыхь моментовъ инерщи имфеть одну и ту же величину „7. 

Для этого достаточно положить «7 постояннымъ и, опредфливъ Х изъ 
уравнешя 


= 
‘представляющаго собою одно изъ уравнений системы (441), подставить ея 
величину въ уравнеше (442) одной изъ ковфокальныхь поверхностей. 
Получимъ: 
Веб ор: Ч 
Ат ВРУ бд > 
= -у-и. 
Слфдовательно точки, для которыхъ одинъ изъ тлавныхъ моментовъ 
`равенъ 7, расположены на поверхности: 
= к у 
Ау” Ву * 
22 
тика = ..... 448) 


Но: 
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Это есть знаменитая въ оптиБ® и кристаллограф!и Френелева поверх- 
ность свфтовой волны двухосваго кристалла. Какъ извфстно, сфченя ея 
плоскостями координатъ представляютъ собою: кругъ въ эллипс, эллинеъ 
въ кругВ и эллипеъ пересфкающся съ окружностью. Точки пересфченя 
этого эллипса съ окружностью суть особыя точки, въ которыхъ внЪшняя 
полость переходить во внутреннюю. 

Въ аналитической геометри доказывается, что поверхность (443) мо- 
жетъ быть получена слфдующимъ образомъ: пересфчемъ трехосный эллии- 
соидъ плоскостью, проходящею чрезъ его центръ; въ сфчеви получимъ 
эалипеъ, повернемъ его въ его плоскости на 90°. Если со вефми эллип- 
сами получаемыми въ плоскихъ цеятральвыхъ сЪчешяхъ поступамъ также, 
то-есть повернемъ каждый изъ нихъ на 90° въ его плоскости, то сово- 
купность повервутыхъ эллипеовъ составить поверхность (443). 


ГЛАВА У. 
Вращен{е твердаго тзла около оси. 


$ 199. Общее дифференщальное уравненше вращенйя твердаго тфла около 
оси. Примемъ ось вращеня за ось иксовъ. Такая неизмфняемая система, 
способная вращаться около оси 2 подчиняется (см. $ 142) закону пло- 


щадей: 
\ 42 
Уж 


Это уравнеше (444) и есть общее уравнеше вращеня неизмфняемой 
системы (абсолютно твердаго тфла) около оси подъ дЪйстйемъ какихъ бы 
то ни было силъ. 

Въ течени времени 4 радусы (перпендикуляры опущенные на ось) 
ве\хъ точекъ твердаго тла повертываются на одинъ и тотъ же уголъ 4$. 
Но согласно (135) 


уаз — #4у = 74 ее (445) 


тдЪ х есть радусъ важдой точки т тфла Слфдовательно: 

4= 4у\ _. 

т (, шв) =" кА: 
Суммируя (446) на всЪ точки тЬла, получимъ: 


аг ау\ _ а 4 х. 
Уи -ш=пУ" ЕЕ (147) 
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ао 


Здфсь а Можно было вывести за знакъ суммы, потому. что 4 для 
всфхъ точекъ тьла одинаково. Согласно съ $ 147-мъ. 


= 
Чо ое <, (448) 


Сафдовательно г есть умловая (или вращательная) скорость тфла. 


Поэтому (447) принимаеть видъ: 


4: 4у\ _ _ @ 
"(и #)= ВТ изо (449) 


Линейная скорость + точки т тЬла, согласно съ (331) равна Фи. 
Сафдовательно количество движеня ть точки т тфла равно тог. Про- 
изведене этоу? этого количества движеня на разстояне » точки 9% отъ 
оси называется моментом» количества движешя точки т. Величина же 
Уто»’? называется моментомъ количества движеня всело тъла. Изъ (446) 
и (448) видимъ, что моментъ количества движеня точки т равенъ 


4 4) _ Е. 4$ 
т (ии) =" = 0 


а: ° 
_ Изъ (449) видимъ, что моментъ количества движен!я тла равенъ: 
к Чет ар.. 
мом. колич. движ. = У &—^ и) =». 7= #7 . : (450) 


Диференцируя (450) получамъ: 


4? 4. Их 
у) 


Шан, согласно съ (444) 


Но согласно съ (249) правая часть этого уравнев!я есть моменть Г 
ваправленный по оси вращен!я 2. Итакъ 


Это уравнен!е аналогично уравнению 


425 
тв = х. 
Аваломя эта показываеть, что моментомъ инерщи измфряется инер- 


зращеня. 
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Начало сохранен!я площадей (444) приняло видъ уравненя (451), 
которое можетъ быть выражено такъ: 


4$ 40 _ моменту силы относит. оси вращеня 
аР Е моментъ инерц. относит. оси вращен.. 


. (452) 


Для мгновенвыхь силъ, напримфръ для удара, измфвяющаго угловую 
скороеть ® въ в’, получимъ уравнеше: 
у моменть удара относит. оси вращен. 


= `ь. 
моменть инерц. относит. оси вращен. 


. (458) 


$ 200. Общее дифференщальное уравнене движеня тяжелаго твердаго 
Тфла около горизонтальной оси. Если ось вращеня горизонтальна, ось # 
взята по вертикали внизъ, то обозначая чрезъ 9 ускореше земного тяго- 
тВыя, имфемъ: 


{= | 
ут мере, ЭТАН (454) 
=. | 


Воельдстме этого (444) приметъ видъ: 


У» и | — о а (455) 


$ 201. Физическй маятникъ. Неизмфняемая система движущаяся, подъ 
влянемъ собственной тяжести, около горизонтальной оси, 
т совершая только качашя, а не полные обороты около. 
4 оси, вазывается физическимъ маятникомъ. Изслфдуемъ дви- 
жене физическаго маятника, пользуясь уравнешемъ (451) 
и сводя двло къ сравненю движешя физическаго маят- 
ника съ извфстнымъ намъ изъ $ 77 движешемъ маятника, 

Фиг. 70. математическаго. 
Обозначимъ чрезъ « разстояе отъ точки подвёса С’ 

до центра О тяжести. Изъ (451) имЪемъ: 


9—- = — Ма .3т0........ (456) 
Вотъ каковъ окончательный видъ дифференщальнаго уравненя дви- 


жешя тяжелаго абсолютно твердаго тфла около горизонтальной оси. 
Интегрируя его получимъ: 


*(а) 
4). _ Мда 4 (е080) _ Мда & 
@ д & ла: ` 


. 4008 0 


в д о баса 


— И —/ 


или 
49 46 2 Мда : 
за) = с. 400). 
Отсюда" г 
з 2 
” = НИЯ (воз — 05а)... (451) 


тдВ а начальный уголъ отклоненя прямой СО отъ вертикали. 
Это уравневе (457) весьма похоже на уравнене (229) движеня мате- 
‘матическаго маятника, которое можно представить въ видЪ: 


2 
(#) = Е. (605$ — 008 а)... ... (458) 


Изъ сравнен!я уравнев!й (457) и (458) выводимъ: физическй маят- 
икъ движется какь такой математически, длина которало равна: 


тдь: М = масса физическаго маятника; 
а = разстоян!е его центра тяжести оть оси вращеня; 
] = его моменть инерщи относятезьно оси вращевя; 
1 = длина изохроннаю съ вимъ математическаго маятника. 
Тоть маятникъ математичесь!, который, согласно сказанному, дви- 


жется какъ данный физичесый, называется изохроннымь съ этимъ фи- 
зическимъ. 


$ 202. Опредфлеше величины ускорешя 9 земного тяготьня. Мы уже 
пользовались неоднократно величиною у, представляющею собою ускореше, 
производимое притяжешемъ, оказываемымъ земнымъ шаромъ на тфла на- 
ходяпияся близъ его поверхности. Теперь мы можемъ показать, какъ эта 
величина д опредфляется. 
Ее можно было бы опредфанть изъ формулы 


т= т нии (234) 


математическаго маятника зная его длину { и продолжительность коле- 
баня Т: но математичесый маятникъ, состояний изъ невъсомой вити и 
‘тяжелой точки нельзя устроить: приходится пользоваться маятникомъ 
физическимъ и ТЬми соотвошешями, которыя мы только что вывели. 

Назовемъ Г, длину такого математическаго маятника, продолжитель- 
_ вость колебаня котораго равна 1 секундф, такъ что 


Ино. 2: 76 
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Полвфеимъ на такой же призмЪ, ва которой подвъшиваются чашки 
химическихь вфсовъ, металлическую линейку, которая и будеть физиче“ 
скимъ маятникомъ, и заставимь ее совершать столь малыя, колебаня 
чтобы можно было пользоваться приближенною формулою (234). 

Обозначимъ чрезъ и’ число колебанй такого маятника, наблюдаемое 
въ течен!е {Г секундъ. Такое же число колебанй, согласно изложенной 
теорйи, совершаеть въ { векувдъ математичесьЙ маятвикъ, имющй 
длину уд» ТакЪ что: 


№ 
и== у Е (461) 
Дфая (460) на (461) получимъ: 
р 7 
т=У ще... :.: . (462) 
Отсюда 
п 
= (2 ыы. . (468) 
Изъ (460) имфемъ: 
Е = Е ии ^^. . - (464) 
Изъ (463) и (464) сафдуетъ: } 
4 р 
== (=) Е (465) 


По этой формуль (465) можно опредФаить 9, опредфливъ величины, 
стоящя въ ея правой части. 

Оказывается, что, благодаря неправильности формы земного сфероида, 
въ различныхь точкахъ земной поверхности, 9 имфетъ разныя величины; 
въ среднемъ въ Европ%. 


сантим. 
вы ты 


$ 203. Центръ качаня физическаго маятника. Пересёчемъ мысленно 
физичесый маятникъ плоскостью, проходящею чрезъ его 
центръ тяжести и перпендикулярною къ оси вращевя. 
Пересфченще этой плоскости съ осью вращения называется 
центромь подвтса. 
Точка С’ (фиг. 71) лежащая на прямой соедивяющей 
цевтръ подвфеа С’ съ центромъ тяжести О и находящаяся 
оть центра подвфса въ разстояи 


00' =1 


Фиг. 71.  Равномъ длияЪ [| математическаго маятника изохранваго 
ст. ‘даннымъ физическимъ маятникомъ, называется иен- 
тромь качаня физическаго маятвика. 
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_ Пусть «Хо есть моменть инерщи физическаго маятника относительно 
оси, прохозящей чрезъ центръ тяжести и параллельной оси вращения. 
Согласно (337) имфемъ: 


И Е. „а (461) 
потому что 
а = 00: 
Изъ (459) и (467) имфемъ 
4% —__% а 
а +00 ...... (468) 
'Изъ чертежа (фиг. 71) видимъ, что: 
06’ =1— а. 
СлЪдовательно, согласно (468): 
7 — То 
=... пе (469) 


Опредфлимъ длину математическаго маятника Г, который быль бы 
изохроненъ съ физическимъ маятникомъ, получаемымъ изъ даннаго если 
его подвфсить за центръ качашя С". Дая этого придется въ (468) зам$- 
нить 1 чрезъ 1’, ОС чрезъ ОС". Получимъ: 


или 


Сравнивая это уравнеше съ (468), получныъ: 
= 
значить, еслы мы сдьлаемь центръ качая центром» подвиса, то быв- 
ащёй центрь подвъса сЭълдается центромь качаная. Поэтому цевтръ ка- 
чан!я и центръ подвфса называются точками взаимными или сопряженными. 


$ 204. Продолжительность колебаня физическаго маятника въ зависи- 
‘мости оть выбора центра подвЪса. Для упрощеня нашихъ формулъ на- 
зовемъ разстояще центра подвфса отъ центра тяжести №, такъ что: 
об=ь 
и положимъ 
«\о =... вкз»: пебекочкна 3660) 


— 114 — 


лакъ что Ё есть центральный гиращонный радусъ. Тогда (468) приметь 
видЪ: 


Если задана продолжительность козебанйя 7, то этимъ самымъ задана 
длина | изохроннаго математическаго маятника. Для даннаго тфла, служа- 
шаго физическимъ маятникомъ, и для данваго направлешя оси вращеня 
тиращюнный радусъ А есть опредфленная величина. Слфдовательно, при 
такихъ задашяхъ, въ (472) перемфннымъ остается только №. Уравнеше 
(472) по отношевю къ № квадратное, и потому изъ него получимъ для # 
два рьшешя №, и й,. 

Опишемъ около оси, къ которой относится № два цилиндра рад!у- 
сами №, и №,. Согласно съ изложенною теорею физическаго маятника, 
продолжительность колебан!я будеть одинакова, какую бы образующую 
этихъ двухъ цилиндровъ мы ие приняли за ось подвфса. Эта продолжи- 


тельность была бы приблизительно равна. я иг. 
Формулу (472) можно представить въ видф: 
авар: ВЖЕ тар 59 АВ 

й 

Если въ ней принять за перемфнное и 1, то изъ нея видно, что, съ 
уменьшен!емъ 7 отъ весьма большихъ его значенй, 1 уменьшается. Наи- 
меньшую величину 2% длина 1 пробрьтаеть при № =. Съ дальнфйшимъ 
же уменьшешемъ й длина 1 опять увеличивается. Слфдовательно если 
среди взаимно параллельныхь осей выбирать за оси подвфса все болфе 
и болфе близюя оси къ центру тяжести, то сначала продолжительность 
колебан! будетъ уменьшаться, а затфмъ начнетъ увеличиваться и когда 
‘ось подвфеа сдфлается очень близкою къ центру тяжести, то продолжи- 
тельность колебашя будетъ очень велика. Наименьшею же она будетъ въ 
томъ случай, когда разстоян!е ея оть центра тяжести равно # и когда 
это К наименьшее, то есть когда ось подвЪса параллельна главной цен- 
тральной оси наименьшаго момента инерщи и когда разстояе между 
ними равно гиращонному рад1усу, соотвфтствующему этому наименьшему 
моменту инерщи. 

Такъ, напримфръ, полагая, что въ параллелепипед® $ 153-го а>6>е 
найдемъ ось подвфса, около которой колебанйя параллелепипеда будуть 
самыя коротьйя. Изъ (347) видимъ, что наименышй главный центральный 
моменть есть А и соотвфтствующий ему гиращонный радусъ К опредв- 
ляется изъ уравненя: 


ие 
ОЕ 5 
К 


ПЧ 
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Слфдовательно наиболфе коротыя колебан!я этоть параллелепипедъ 
будуть совершать около любой изъ образующихъ цилиндра описаннаго 


около оси х радусомъ 
к— У ие. 
12 


$ 205. Маятникъ карманныхь часовъ. Въ карманныхъ часахъ маят- 
никъ устраивается слфдующимъ образомъ (фиг. 72). Стержень ВОВ’ 
можеть свободно вращаться около оси О, проходящей чрезъ его центръ 
тяжели О. На него дЪйствуеть упругая 
сила весьма тонкой спиральной пружины, 
называемый волоскоме, Кром того онъ 
подталкивается храповымъ колесомъ, при- 
водимымъ во вращеше заводною пружи- 
вою посредствомъ зубчатыхь колесъ со- 
ставляющихъ часовой механизмъ. 

Конецъ О волоска закрЬпленъ, такъ, что 
касательная къ нему, проходящая чрезъ 
С остается неподвижною. Конець В во- 
лоска закрфпленъ такъ, что касательная 
къ нему, проходящая чрезъ В, составляеть 
постоянный уголь со стержнемь ВОВ’. Фиг. 12. 
Опредфлимь продолжительность колебашя 
этого стержня (замфняемаго иногда колесикомъ) совершаемаго имъ посл 
отклоненя его на нфкоторый уголъ. Возьмемъ ось 02 по направлению 
принимаемому стержнемъ. когда онъ находится въ положени равновфе}я, 
условимся въ слфдующихъ обозначешяхъ: 


и — уголъ, составляемый въ моменть & стержнемъ съ осью =. 
М1 — моменть инерщи стержня относительно оси О. 
р — радусъ кривизны волоска въ какой либо его точк Р. 
ро — значеше, принимаемое р въ положени равновфся. 
2, у — координаты точки Р’ волоска. 

На стержевь дЬйствують проложешя Х и У дЬствующей силы и 
‘считаемая въ обратную сторону (начало Даламбера $ 75) ускорительная 
‘сила, которая, согласно (451) равна парф съ моментомъ 

429 
зщ 
МЕ ав 


На волосокъ дЬйствують ускорительная сила взятая въ противопо- 


_зожную сторону. Этою силою при малой масс волоска можно пренебречь. 


На него еще дфйствують упругя силы въ поперечномъ его сфченш, при 


`точЕЪ Р, которыя могуть быть приведены къ снлф, приложенной въ Р 
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и къ парф. Теорйя упругости и практика показываютъ, что моментъ этой 
пары пропорщюналенъ измфненшо кривизны въ точкф Р. Выразимъ его 
поэтому формулою 
ый) 
р Ро 


въ которой коэффищенть Е зависить только отъ свойствъ матер!ала во- 
лоска и оть его поперечнагй сфчев!я. 
Имфемъ равенство моментовъ: 


1 1 

ме ж=-в(;—х)-ю-+ ух. ` (474) 
Пусть длина части ВР волоска равна 3. Помноживъ об части урав- 

нешя (483) на 43 и интегрируя по всей даин® Т волоска, получимъ: 


40 1 1 
ира. --в (нет вых. | у&. ‚ (ат) 


Извфетно, что = есть уголъ, составляемый двумя безконечно близ- 
кими нормалями. Слфдовательно Х $ есть уголъ, составляемый первою 
и посдфдвею нормалью. Но, по условно задачи, нормаль въ 1045 С не- 
подвижна. Слдовательно У (= — =) есть уголъ, составляемый нормалью 
въ точкф В въ положеши равновфыя съ вормалью въ той же точкё В 


въ моментъ 1, то есть уголъ между положенями этой нормали при 9 =0 
в при 0 = 6. 


Но, по условйю задачи, нормаль въ точкф В составляеть постоянный 
уголь со стержнемъ. ОлЪдовательно } Н =) есть именно уголь 0, 


составляемый направлешемъ стержня въ моментъ { съ направлешемъ его 
при равновфаи. 


Если обозначимъ чрезъ х, у координаты центра тяжести волоска въ 
моменть #, то, согласно (242): 


‚„ т разн ваще О) 
н.в =: 
Такимъ образомъ (484) принимаетъ видъ: 
ме = Е БУ. ХУ А: (417) 


Маятнакъ этоть устраивають такъ, что въ положени равновёая 
центръ тяжести волоска лежитъ на оси вращеня 0; колебавйя маятникъ 
дфлаеть весьма малыя. Поэтому въ течени движешя Хи У очень малы, 
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2 ну тоже остаются малыми. Велфдстые этого величинами Х.ун 
У .2 какъ величинами малыми 2-го порядка можно пренебречь. Тогда 
(477) приметъ видъ: 


479 Е 

"ВЕ ЕЕ бис: (9. (478) 

Отсюда, интегрируя, найдемъ, что продолжительность 7колебан!я равна: 
т 

Т= 9 = И. — (419) 


Изъ этой формулы видно, что Т увеличивается съ увеличешемъ 4, 
Маятникъ устраивають такъ, что волосокъ закрфплень въ Д. Стержень 
Ох, въ которомъ сдфлано направаляющее касательную окошко С, повер- 
тывается около о. Если часы отстаютъ, то повертывають этоть стер- 
жень Ох такъ, чтобы увеличить разстояще ДО. Тогда уменьшается дёй- 
ствующая ‘длина { волоска, считаемая по его длин® отъь В до Си Т 
Дфлается меньшимъ. Если часы уходятъ впередъ, то приближаютъ (къ 
Л и увеличивають этимъ [и Т. 

Съ возрасташемъ температуры возрастаеть длина стержня ВОВ’ и 
поэтому возрастаеть его моментъ инерщи М, вслфдетве чего, согласно 
(479) возрастаеть 7, и часы отстаютъ. Ддя избъжанйя этого Въ хроно- 
метрахъ прикрфиляють къ стержвю ВОВ" дуги В и Ер (фиг. 12) въ 
маленькими массами при ри, при чемъ каждая дуга дфлается изъ по- 
лосокъ двухъ металловъ, а именно внъшняя полоска, дфлается изъ металла 
боле расширяющагося отъ увеличеня температуры. При увеличени тем- 
пературы каждая такая дуга согнется немного; вс массы дугъ прибли- 
зятся къ О, моменть инерщи уменьшится и это уменьшене момента 
инерщи, слагаясь съ тВмъ его увеличещемъ, къ избфжанию котораго мы 
стремились, обусловить неизмфняемость момента инерщи отъ измфнешя 
температуры. ‘Но такъ какъ очевь трудно достигнуть полной компенсащи, 
то и самые лучиие хронометры вфрнфе идуть при постоянвой температур®. 

$ 206. Кинетичесмя формулы вращеня неизмфняемой системы около 
непохвижной оси. Въ равномфрномъ вращен!и около оси скорость опре- 
дЬляется по формуль (331) 

а р вы ел (88) 

'Неравномфрное вращене мы разсматриваемъ кавъ рядъ безконечно 
малыхъ раввомфрныхь вращен!, Если въ течен!и времени 4 тфло вра- 
щается ва’уголъ 49, то, продолжая вращаться равномфрно, оно повер- 
вулось бы въ единицу времени на уголъ 


49 
С 


Эта величина и называется улловою (или вращательною) скоростью въ 
‘конц времени #. 


Н. Б. Делоне. —Курсъ теоретической механики. 2 изд. 12 
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Изъ (331) слфдуетъ: 


из 


а! 
р 
= 
5. 
(= 


Изъ (105) заключаемъ, что тангешальное ускореше точки вращаю- 
щагося тфла, отстоящей оть оси на разстояни , равно 


а5 479 
- ав = Тангенц. ускор. ...... (482) 


Изъ (106) заключаемъ, что центростремительное ускореве точки вра- 
щающагося тфла равно: 
2 


> = («)= центростр. ускорен. ..... (483) 


`Ускорешемъ вращательнаго движен!я называется предфлъ я отноше- 


ня измфненя скорости къ изифненю времени. Изъ (480) видимъ, что 
оно равно: 


$ 207. Давлеше на неподвижную ось вращеня, оказываемое тфломъ 
симметричнымъ относительно плоскости, проходящей чрезъ центръ тяжести 
и перпендикулярной къ оси вращеня. Пусть О центръ тяжести; би Е 
слагающия реакши оси по осям хи у ХИ У 
проекщи внфшнихъ сить, Г ихъ моменть относи- 
тельно С; С центръ подвфса. По (452) имфемъ: 


40 стат. мом. задан. силъ 
аЁ ` мом. инерц. отн. оси вращен. 


(485) 


Пусть МЁ? есть моментъ инерщи тфла относительно 
оси, проходящей чрезъ центръ тажести и параллель- 
ной оси вращешя, № масса тфла. По (337) моменть 


Фиг. 33. инерщи относительно оси вращеня равенъ: 
ме -+ 1). 
Формула (485) принимаетъ видъ: 
439 т 
ав "Ме *::° РАСТ.) 


Центръ тяжести тёла, которое, введя реакщи оси, разематриваемъ какъ 
свободное, движется. такъ, какъ будто всЪ силы были къ нему непосред- 
ственно приложены. Но онъ движется по круговой дугь, описанной изъ С’ 
радлусомъ 

60 =\. 
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По (482) и (483) получимь нормальное и атом льнов ускорения. 
'Приравнивая нхъ отвошевшямь соотвфтственныхь силъ къ масс, по- 
лучимъ: 


49 _ У+в 
ъ И ВЕ: а (487) 
4 \* Х-Е 
и (+) К, о (488) 
Если дЪйствуеть только тяжесть, то: 
Х = М9с080; У = — Мдзтб; Г, = — Мдзто0. 
Поэтому: 
420 зт 0 
в. чото. ОВ (489) 
4 Интегрируя (489), получимъ: 
40`\3 29% соз 0 
(“) мо. ен, (490) 
Если ® есть угловая скорость при 
А 8 = 90°, 
т С = в. 
р! му (490) даетъ: от то 
> ром 
(=) ны нь. (491) 


о Подставивъ опредфаяемыя уравневями (489) и (491) величины въ 
87) и (488), получимъ: 


Е 2+ 3 

о (492) 
[2 : в 
а НЕ (498) 


Мы видимъ, что С не зависить отъ начальныхъ данныхъ. Напро- 
ивЪ того, Е зависить оть о. 
Для мгновенвыхъ силъ, принимая за ® и ®' угловыя скорости до и 


удара получимъ: 
Ё 


м ем)’ 


А-а биаетыеа орка 


и’ — © = 


м 


Х-+ Р=о. хе 
12* 
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$ 208. Давлеше на неподвижную ось вращеня, если силы и тфло несим- 
метричны относительно плоскости, проходящей чрезъ ось и чрезъ центръ тя- 
жести. Примемъ ось вращешя за ось 2. Возьмемъ, пока, начало коорди- 


2, у, г суть координаты центра тяжести. 
® угловая скорость въ моменть &. 


4® : а 
р = щ = Утовое ускореше = да. 


Согласно (482) и (483) имфемъ для точки тала, находящейся на раз- 
стоянии оть оси: 


р.г = тавгенц, ускор. ......... (495} 
6? — центрострем. ускор. ...... . (496) 


Если въ моменть # радусъ э соетавляеть съ плоскостью (2, #} 
уголъ 0, то: 


Фх х В Е 

ав = 927. с080 — тзт0 = — и ш—ру..... ... . (497) 
. 

ЧУ = ур. = Е ПР ов а з-зая са- ООВ 


Слагающия равнодфйствующей силы и равнодЪИствующей пары будуть: 


В “. _ 

ХЕ = о) МЕ-Ь. М. ... : (499) 
ау = и 

У, = Ут ар = Ут (— ®?у--р) = —®?М.у+р.М.х. .. (450) 

а я 
ии о... 2... го п 5 В 
в) : ы 

Т, = 5т зе ан) = — оне они — ры . . (502). 
ы 1. 

М; (ав 24) „Че %* Утдг — рХтуз. .. (503) 

м, =в (г = уче) хто р ар (504) 


Положимъ, что тьло приврьплено къ оси вращен!я въ двухъ точкахъ, 
ваходящихся .на разстоявяхь аи а’ оть начала координатъ. Пусть сла- 
таюцщя реакщй точекъ на тЬло суть Е, С, Н, Е", С', Н’. Пусть Х, У, 2 
суть слагающя заданной силы; дЪйствующей на точку т тфла. 
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Тогда получимъ: 


ЭТИ = МЕ РМ ..... (505) 
ХтУ-+ 6 + б' = — ®МучрМя ..... (506) 
Е Е са .. (507) 
Ут (у2 —2У) — ба — ба’ = в? Хтуг — рУтжг . . (508) 
Ут (2Х —22) + Еа-- Ра’ = — ©? Хил — рУтуд . (509) 
Ут (=У— ух) =РМЁ....... хз жа а 00) 


Уравнеше (510) опредваяетъ р = “=; по интегращи опредфлится ®, 
(505), (508) и (509) опредфляютъ затёмъ Е, @, Ё, ('. Величины Н и 
„Н’ остаются неопредфленными, но сумма ихъ опредфляется уравие- 
немъ (507). 

„Звачительныя упрощешя бываютъ въ слфдующихъ случаяхъ. 


1) Когда ось 2 есть одна изъ главныхъ осей инерщи для начала 
координатъ. Тогда 


Утху = 0; Утуг = 0. 


2) Результать остается такимъ же, если изберемъ плоскость (2, 2) 
такъ, чтобы она содержала цевтръ тяжести въ разсматриваемый моментъ, 
тогда у = о. 

3) Точки прикрфпленя оси произвольны; поэтому можно положить 
а= о. 

Въ случа дЪйствя мгновенныхъ силъ обозначаемъ чрезъ м, о, ю про- 
‘зоженя скорости точки тж тфла до удара, чрезъ и', ®', ш' эти проложешя 
ослВ удара. Тогда: 


= — 0; и = — 1; = 20; 9 = д; м = 0; и' = 0, 


тдф угловая скорость до удара; ®'’ угловая скорость посл удара. 
Тогда: 
Х, = Ут (м — и) = Му (®'— ©) 
У, = т (#' — в) = Ма(®' —®)| +... 
2: =0 
= т [у(шю' — и) — =(®' — *)] = — Ут (®' — 6) 
‚= № [2 (м’— и) — = (и' — и) = — Уту (®'—®) |... (612) 
Ж Ут [#(е' — +). — у(м —и)] = М? (®' — в) 
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По началу Дазамбера: 

УХ+Е-+Е = — Му(®' — ©) 
ЗУ+@-+ 6' = М=(®' — в) 1... : 613) 
`;32+Н+Н=о 

У (уй — #У) — ба — б’а' = — Утха (®' —®) 


У (2Х — 22) +.Еа -- Ра = — Утуг (®'— 0)... (514) 
х(=У— ух) = МЕ? (®' — в) 
Здбев могутъ быль тая же упрощеня какъ выше. 


209. Изсльдоваше результатовь 55 207 и 208, Изъ того, что силы 
и давленя входятъ въ формулы двухъ предыдущихъ параграфовъ линейно 
(въ первыхъ степеняхъ) слфдуетъ, что проложеня всфхъ снаъ и давленй 
суть суммы проложен! отдфльныхъ силь и давленй. Поэтому давленя 
‘оси на твло можно раздфлить на 2 группы: 1) статическя, уравновфши- 
вающяся съ заданными силами и 2) динамическя, уравновшивающеяся 
съ ускорительными силами т ее: т = м. 


РавнодЪйствующую статическихь давлен! можно опредфлить прирав- 
вявъ нулю лЪвыя части уравнений (505), (506), (507) и уравнений (508), 
(509) и (510). Эти уравневя не измфвятся, если перемфстимъ задан- 
выя силы параллельно имъ самимъ и введемъ соотвфтствуюция пары. 

Если, напримфръ, на т№ло дфйствуету, только тяжесть и ось вращен1я 
торизовтальна, то статическое давлене на ось вертикально, равно вфсу 
тЬла и приложено къ основанию перпендикуляра, опущеннаго на ось изъ 
центра тяжести. 

Статическое давлеше на ось, производимое ударомъ, направленнымъ, 
перпендивулярно къ оси, опредфлимъ, если перенесемъ этоть ударъ въ 
положене ему параллельное, но проходящее чрезъ ось. 

Если ось вращевя 02 есть одна изъ главныхъ осей для начала коор- 
динать О, то изъ (503) слфдуеть: 1, =0; М, =0. Тогда ускорительныя 
(по началу Даламбера) силы суть Х,, У, приложенныя въ О и пара №. 
Силы Х, и У, суть ускорительныя силы массы М, помфщенной въ 
центрь тяжести. Пара №, входить только уравнеше (504) и вмяеть 
косвенно на Р, С, Е’, С’ только тёмъ, что измфняетъ р. Слфдовательно, 
ВЪ этомъ случаЪ: давленая на осъ, вызванныя ускорительными силами, 
‘равносильны одной силь, приложенной къ той точкъ О оси, для кото- 
рой ось есть одна изъ лавныхь осей инерци и равной ускорительной 
силь массы М всею ‘тъла, сосредоточенной въ центрь тяжести. Если 
Г есть длина перпендикулярна, опущевнаго на ось изъ центра тяжести, 
то слагающая этого давлен!я, направленная по т, равна 


Е ИЕ . - (515) 
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слагающая же, направленная перпендикулярно къ плоскости, проходящей 
чрезъ г и ось равна: 


ОЙ оневы еакТ СИ 


Итакъ, если для какой-либо точки О оси вращешя 
эта ось есть одна изъ главныхъ осей инерщи, то да- 
вленше оси на тъло приводится въ двумъ силамъ: одна 
из» нижъ (статическая) равна и противуположна втсу 
этъла и приложена къ основашю перпендикуляра, опу- 
щеннало на ось вращеня изъ центра тяжести; друзая 
(динамическая) равна ускорительной силт массы М со- 
средоточенной въ центръ тяжести и приложена въ точкь О оси вращешя. 


Фиг. 14. 


$ 210. Перманентныя оси вращеня. Положамъ, что абсолютно твердое 
тЬло, на которое не дфйствують никамя силы, имфетъ только одну не- 
подвижную точку О, и тЪлу этому сообщено вращене около нкоторой 
(воображаемой) оси Ог. Спрашивается: при какихъ усдовяхъ тфло будеть 
продолжать вращене около этой оси такъ, какъ будто бы она была не- 
подвижна *). Если эти условя выполнены, то ось вращеншя называется. 
перманентною. Если же эти условя не выпоанены, то ось вращев!я сама 
будеть двигаться около 0. 

Если ось вращен!я, проходящая чрезъ неподвижную точку О, остается 
‘неподвижною, то, сафдовательно, какая-нибудь другая ея точка А непо- 
движна. Вычисляемъ по формуламъ предыдущаго параграфа силы, прило- 
женныя въ 4 для поддержан!я неподвижности оси вращен!я. Если эти 
силы раввы вулю; то закрфилеше оси въ А излишне, и разсматриваемая 
‘065 иермаментна. 

Но мы предположили, что на тЬло не дёйствуютъ никавя силы, по- 

_ этому давлеше на ось можеть происходить только оть ускорительныхь 
силъ. Если ‘ось Оё есть одна изъ главныхъ осей инерщи для одной изъ 
своих ТОЧек\, т0 согласно $ 208, давлеше это приложено въ этой точк?. 
'Слфдовательно, давлеве въ А можеть быть равно нулю только тогда, 
когда точка оси вращевйя, для которой эта ось есть одна изъ главныхъ 
‘осей инерщи, совпадаеть съ неподвижною точкою О. Итавъ, ось Ог пер- 
‘манентна, если она есть одна изь злавныть осей ‘инерции для неподвижной 
точки О. 
Докажемъ, что это услове не только достаточно, но и необходимо для 
перманентности оси Ол. 
_ Если О примемт, за начало координать и будемъ по формуламъ $ 208 


*) Снарядъ, показываюний, что тьло можеть имфть неподвижною только, 
‘одну точку, легко устроить напримфръ такъ: укрЬпить вертикально заострен- 
сверху палку и на это .остре опрокинуть стакапъ; опираясь внутреннею 
дна на остре 0, стаканъ представить собою тфло, вращающееся 
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опредфлять давленя №, С, Н на О и давленш Е", С', Н' на А, то: 
а=о; а' = ОА. 

Силы на тьло не дЫйствують; слфдовательно, уравнене (504) даетъ 
М\?р = о. Поэтому р —=0. ДалЪе изъ уравнений (508) и (509) получимъ: 
— б'а' = ®Уту 
Ра’ = — ®*Утхг. 

Слфдовательно Е’ и С’ могуть быть равными нулю только при 
Утуа = о, 


Утхё = о, 


то есть ось Ох можеть быть только въ томъ случа перманентною осью, 
если она есть одна изъ главныхъ осей для неподвижной точки 0. 


$ 211. Начальная ось вращеня, возникающая въ покоющемся тфлЪ, 
имфющемъ одну неподвижную точку, при дЪйстви импульсивной пары. На 
тТЬао, имфющее одну неподвижную точку О и находящееся въ покоф, дВй- 
ствуеть импульсивная (мгновенная) пара. ОпредЪлить ось, около которой 
начинается вралцене тфла. 

Пусть искомая ось вращев!я есть 02. Положимъ сначала (какъ въ 
предыдущемъ параграф), что ось эта еще подиерта въ А, а затмъ при- 
равняемъ вызванныя въ А импульсивною парою давлемя нулю. Пусть 
Т, М, № суть слагающуя импульсивной пары. Уравнеше плоскости пары 
таково: Е 
+ Мт-+ № =о. и М) 


Пусть м", в', ш' суть начальныя скорости точки (2, у, 2) тбла; ®' на- 
чальная угловая скорость тфла, вызванныя импульсивною парою. Тогда 


такъ же какъ и въ $ 208. 
‚ 


фе а за (518) 
в = 

4 — б’а’' = Ут (ше' — 2) = —®'. Утаа 

М-+ Ра’ = Ут (2и’ — ги) = —®'. Утуг г... (519) 


М = МЕ? 


Если положить Е! —0; С'=0, то (519) дадуть пары, которыя должны 
дЬйствовать ва т№ло, для того чтобы оно начало вращаться именно 
около Оз. 

Подставивъ Г, М, М въ (517) получимъ уравнене плоскости пары 
вЪ вид: 

— Е. Ктая — 1. Хтуг + $. МА? =о..... (520) 


Если эллипсоидъ инерщи, построенный для неподвижной точки 0, вы- 


— 185 — 


ражается уравнешемъ 
АР-+ Вт? 05? — 2015 —2ЕЕ —2Ет= ... (521) 
то уравнене даметральной плоскости его сопряженной съ осью $ будеть: 
—Ж— 11+ =0........ (699) 


Сравнивая съ (520) заключаемтъ, что плоскость равнодфйствующей 
пары должна быть сопряженная съ осью вращеня по отношению къ эл- 
‚липсоиду инерщи, построенному для неподвижной точки 0. 

ИтакЪ: покоющееся на неподвижной точкь ттьло, не подверженное 
дъйствю силь, начинаеть вращаться подъ виёльвемь импульсивной пары 
около оси сопряженной съ плоскостью этой пары по отношеню кь оллип- 
<0иду инерции, построенному для неподвижной точки. 

Эта ось называется начальною осью вращеня (Фе Ахе 4ег зрошапей 
Воайоп). 

$ 212. Центрь удара. Если тЪло, способное вращаться около непо- 
движной оси подвергается такому удару, который ме производить на эту 
06ь никакою давления, то всякая точка тьла, лежащая на лини энакою 
удара (ва прямой, по которой ударъ ваправленъ), называется центром» 
‘удара, 

Если сдфлать неподвижною начальную ось вращеня, соотвтствующую 
данному удару о тфло подпертое въ одной точкф, то ударъ окажется на- 
правленнымтъ въ центръ удара, соотвфтствующий этой оси. 

Положимъ, что тфло представляетъ изъ себя пластинку, подвъшенную 
неподвижно за одну точку С, такъ что цевтръ тяжести О находится на 
вертикали подъ С. Положимъ, что въ эту пластинку производится въ ея 
плоскости горизонтальный ударъ У придоженный въ точкф А, лежащей 
на проложен прямой СО. Пусть: 

Е реавшя въ С направленная по СО. 

@ реакщя въ С направленная перпендикулярно къ СО. 

СА = а, 
№ = С0. 
«’ угловая скорость посаЪ удара. 

Согласно (494) имфемъ: 


, Уа 
= 
М (Р-Р) 
м7 + 8 ЕТО «ИЕН . . (523) 
ь Ею 


Если, какъ это требуется для удара направленнаго въ центръ удара, 
давлеше на О равно нудю, то С = о, и изъ (523) получимъ: 


РорРУ ры Зирросиоарамение зола 
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Сравнивая съ (472) получимъ: 
к р а=& 

Слфдовательно, центрз удара находится в5 центръ качанея для удара, 
произведеннаго описаннымь въ настоящемъ параграф способомъ. 

Подожнмъ теперь, что ударяется не пластинка, а тёло способное вра-` 
щаться около неподвижной оси. Пусть: 

Ось вращеня есть ось =. 

Плоскость (2,2) проходить черезъ центръ тяжести. 

Х, У, # сяагающя удара. 

Ь 1, С суть координаты точки трла, лежащей на лин!и удара. 

М моменть инерщи твла около неподвижной оси. 

Примфняя уравненя (513) и (514). полагая въ нихъ у =о ишо- 
лагая давлешя на ось равными нулю получимъ: 


Х=о; У= М2 (® —®); 2=о.:... . (585) 
12 — $У = — (®'— ©) Ут } 
ХЕ = —(®'—ю) ти о. (526) 


УХ = (о) М" 

Изъ этихъ уравненй (525) и (526) видно, что центръ удара суще- 
ствуетъ только въ томъ случа, если: 

1) удар» направленъ перпендикулярно къ плоскости, проходящей мрезь 
неподвижную ось и содержащей центру тяжести; 

2) если неподвижная ось есть одна изь злавныхь осей инерши для ка- 
кой-либо лежащей на ней точки. Потому что изъ (525) и (526) сл\- 
дуетъ: 


Но начало координать можеть быть взято въ любой точк® неподвижной 

оси, и его можно такъ выбрать, чтобы Усё = 0. 
$ 213. Баллистическй маятникъ. Для опредфлен!я начальной скорости 
ядра, то есть той скорости, съ которою ядро вылетаеть изъ пушки можно 
пользоваться баллистическимь маятникомъ Робинса, устраиваемымь слф- 
дующимъ образомъ. Кь толстому деревянному брусу, подвъшенному на 
горизонтальной оси прикрфиляется пушка. При выстрфлЪ такой маятникъ, 
вслфдстйе реакщи, отклоняется оть своего положена равновфейя, и по 
величинЪ этого отклонен!я, какъ сейчасъ увидимъ, можно судить о на- 
чальной скорости ядра. Утолъ, на который отвлоняется маятникъ, изм- 
ряется длиною шнурка, закрфиленнаго въ маятник, сматываемаго отбло- 
нешемъ маятника съ ролика, на которомъ швурокъ былъ намотавъ. Пусть: 
} = разстояе центра тяжести маятника съ пушкою отъ непо- 

* движной оси. 
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р = разстояе оси пушки отъ неподвижной оси. 

С = разстояне точки прикрфилев!я шнурка къ маятнику отъ не- 
подвижной оси. 

т = масса ядра. | 

прое съ пушкою. 


хорла измфряемая шнуркомъ. 
— радусъ инерши маятника съ пушкою относительно неподвиж- 
ной оси. 
© = искомая начальная скорость ядра. 
Взрывъ заряда производить равные и противуположные удары на 
ядро и на пушку. Этоть ударъ изифряется количествомь движевыя те. 
Замфняя въ (485) угловое ускоревше у; измфневшемь скорости ®'— ® 
получимъ: 


о’ моментъ удара относительно оси вращеня 


. (527) 
моменть инерщи относительно оси вращеня 
` Вь настоящемь случаЪ эта формула принимаеть видъ: 
р ЗЫ кв вньй- 628) 
Дальнфйшее движен!е опредфляется по (485) формудою: 
46 № 
ч=— тб. и: 5 
Интегрируя (529), получимъ: 


я 

ИО 
20 ы = 

При 0—0, изфемъ =. Если а есть уголъ отклоневая маятвика 


то при 8 = а, имфемъ м о. Поэтому (530) даетъ: 


& 
». #30? — 208 (1 —008 4)... -еа . (531) 
Исключая ® изъ (531) и (538), получимъ: 
о = —. Эт (5) У зева вай (532) 

Но 

Вс. ат (:); 
Сафдовательно: | ток’ = 

?— р И я . + : (683) 


_ Для опредфлешя № производим отдфльный опыть: наблюдаемь про- 
 дозжительность 7 колебашя баллистическаго маятника съ пушкою посл. 
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откаоненя его на малый начальный уголъ. ЗатВмъ по (459) и (234) по- 
лучимъ уравнене: 

38 

гы ——= 


изъ котораго и опредфляемъ А. Подставляя # въ (533), опредфлимъ г. 


Т== г. . : 684) 


ГЛАВА У. 


Равнов$е абсолютно твердыхъ тфлъ, между 
которыми существуетъ трене. 


$ 214. Снольжеше и катане. Если во время движеня два тВла Аи В 
касаются одно съ другимъ, то могутъ быть три случая: 

1) Дуги @ и 4з', проходимыя общею точкою @ соприкосновешя по твлу 
А и по тёлу В, могутъ быть равны между собою 


@ = 0% „ей 


Такое движене называется чистымь катаньем. 

2) Одна изъ дугъ 43 или 45’ равна нулю. Такое движене называется 
чистымъ скольженьемъ. 

3) Дуги 4 и 48’ могуть быть неравными между собою и не равны 
нулю. Такое движен!е называется катаньемъ со скольженьемъ. 


$ 215. Общее поняме о тренм. Когда тьло В движется по тёау А, 
то появляется сила сопротивляющаяся движен!ю, сила, дйствующая въ 
сторону противуположную движеню. Эту силу и называютъ трешемъ. 

Разаичають два рода трешйя: тренёе скольженя, появляющееся при 
скольженши одного тфла по другому и пара тренёя, являющаяся при ка- 
таньи одного тЪло по другому. 

Если одно тЬло катится и скользить по другому, то приходится 
разсматривать и треве скольженя и трен!е катанья. 


$ 216. Законы тренгя скольженя. Изъ многочисленныхь опытовъ Ку- 
лона, Морена и другихъ оказалось слфдующее: 

1) Треше Е скольжев!я пропорщонально нормальному давленю № 
одного 1$ла на другое. 

1) Треше скольжен!я не зависитъ отъ величины поверхности сопри- 
косновен!я тфлъ. 

3) При начал движеня одного тЬла по другому треше скольженя 
больше чфмъ во время движен!я, но при движен!и оно не зависить (или 
весьма мало зависить) отъ скорости. 

4) Треше скольженя зависить оть свойствъ и состояня трущихся 
поверхностей, 
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Первый изъ этихъ законовъ даеть формулу 


въ которой { есть нЪфкоторый коэффищенть, зависяциЙ отъ свойствъ и 
состояв!я трущихся поверхностей и называемый коэффишентомъ трешя. 
$ 217. Опредълеше коэффищента трея скольжения. Для того чтобы 
‘опредфлить коеффищенть / поступають слфдующимъ. образомъ. 
Кладуть тВло, вижняя поверхность котораго по крайней мЪр, сдё- 
лана изъ испытуемаго вещества на накловную поверхность (фиг. 75), поверх- 
ность которой ‚сдфаана изъ испытуемаго другого 
(или того же самаго) вещества. Пусть: г 
«== уголь наклоненя навловной плоскости къ 
горизонту. № 
Р==вфсъ положеннаго на плоскость тфла. 
'Увеличиваютъ постепенно уголь я до тЬхъ р 
поръ, пока положенное на плоскость тфло начнеть 
скользить. ПоложимЪ это случилось, когда а воз- Фиг. 15. 
росъ ло $. Уголь ф называютъ угломъ тренёя, 
такъ что: уголъ ф трешя есть предфльный уголъ, при которомъ, въ этомъ 
опытв, положенное на плоскость т$1о начинаетъ скользить. 
При наклонф плоскости равномъ углу $ трешя слагающая Р.зтф 
яфса тьла какъ разъ равна и противоположна сил # трея. Поэтому, 
и соглаено (536) 


Е=Е.М=Р. т. ......, (537) 
Но изъ чертежа (фиг. 75) видно, что: 
Эт „ооезр сначала (588) 
Слфдовательно 
Г.Р. с0зф = Рзтф 
откуда: 


с 22 - (539) 

Итакъ: хоэффишенть трешя } равень татшенсу узла тремя. 
Продфлавъ такой опытъ и наблюдая уголъ $, при которомъ тфло на- 
зинаетъ скользить, достаточно взять изъ таблицъ #9 ф, чтобы получить 


величину /.`Можно этоть тангесъ опрелфлить и’безъ таблицъ прямо 
взявъ отношен!е катетовъ треугольника АВС 


вс 
== 


я многихъ тфлъ, существують таблицы, въ которыхъ даются /{. 

Для трешя камня по камню, напримфръ, {= 0,60. 

Для тревйя ‘стали по льду /= 0,10. 

‚ Когда { извфстно изъ опыта’ или Бава: то. самое а = 
опредъаяется по: формулЬ (536). 
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$ 218. Пара треня при катаньи. Для опредфлев!я пары трея при 
катаньи поступають иначе. Кладуть на горизонтальную плоскость валъ С 
изъ испытуемаго вещества. Въ плоскости дфлають прорЪзъ. Перекиды- 
вають черезъ валь шнурокъ; пропускаютъ концы его въ прорёзъ и, навф- 
сивъ на оба конца шнурка по грузу Р, увеличиваютъ одинъ изъ этихъ 
грузовъ постепенно. Пусть р будетъ тотъ добавочный грузъ на который 
вадо увеличить грузъ Р’ одного изъ концовъ для того, чтобы валъ началь 
двигаться. Тогда, если радфусъ вала равенъ у, то моменть пары трея 
равенъ 

фа с И 0 . . (540) 
потому что: реакщя плоскостн на валъ въ точкф 2, при вфсф вала рав- 
номъ И’ равна 

У +2Р-+р 
и дФйствуеть по вертикали вверхъ, уничтожаясь равнымъ и противупо- 
ложнымъ давлешемъ вагруженнаго вала; скольжен!я въ точк® Л, а сл$- 
довательно и треня скольжен!я не набаюдается; остается статический мо- 
ментъ относительно А равный ри. 

Опыты показали, что р прямо пропоршонально давлению и обратно 
пропорцонально радёусу. Эту величину р называютъ иногда тремемь 
катанья. 

При обратной пропорщональности тревёя р катанья съ радусомъ г, 
‚моменть пары трешл не зазиситъ отъ радуса и пропорцбонилень давлению, 


$ 219. Матергальная точка помфщена на шероховатой плоской кривой 
подъ дъйствемъ данной силы. Найти ея положенше равновфс!я *). Пусть 
Х, У суть слагающя данной силы. 

№ = давлене кривой на точку, считаемое по внутренней нормали, 

Р==треше скольженя, направленное по элементу кривой. 

ф== уголь наклонен!я касательной къ’ оси 2. 

Положимъ, что данною силою точка прижимается къ кривой, 

Для равновЪея необходимо и достаточно, чтобы проложешя вофхъ 
дЬйствующихь силь на касательную и на нормаль были равны нулю, то 
есть, чтобы: 


рт. (641) 

—Х.ту-+У. 84 Мо] °°* : 

Отсюда, согласно (536) для равновфея должно быть 
Хомут ПВН (642) 


— Хзтф-+ Ус0зф 
$ 220. Конусъ треня. Задачи на опредьлене положешя рарновЪея 
удобнфе рышаются при помощи слёдующихъ соображен!й. 


*) Выфсто того чтобы говорить, что тьла или кривыя способны проявлять 
трене, мы будемъ говорить, что они шероховаты (англ. гопцвЪ). 


== 


_ Пусть точка Р находится на шероховатой кривой АВ. Опишемъ 
около нормади, проведенной въ Р, ковусъ, образующя котораго состав- 
ляють съ нормалью уголъ равный углу ф трешя. Тогда, согласно сказан- 
ному въ 217, заданная дйствующая на точку Р сила можетъ двинуть 
ее только въ томъ случаф, если она лежить вн этого конуса. Такой ко- 
нусъ называется конусом» тренёя. Отсюда слЬдуетъ: Точка находится 
на кривой вь равновели, если заданная сила лежить внутри конуса треня, 
$ 221. Матерйальная точка помъщена на шероховатой кривой двоякой 
кривизны подъ дЪйстыемъ данной силы. Найти ея положеше равновесия. 
Пусть: 
Х, У, # проложешя данной силы ВЕ, 
Т проложеше силы Е на касательвую. 
Согласно (536) Т должно быть; для равновфоя, въ / разъ меньше 


нормальнаго давденя У Ё? — 72. Сльдовательно: 
о (ор (543) 


Это неравенство можно написать въ вид: 
з 
ея :- > рб 7+2). . (644) 


Матеральная точка будеть въ равновфс1и во вефхъ точкахъ кривой, 
‘удовлетворяющихь неравенству (544). 
Если вмфсто знака неравенства поставимъ въ (544) знакъ равенства, 
‘то найдемъ предфльныя положения равновфейя точки. 
$ 222. Материальная точка находится на шероховатой поверхности подъ 
‚дЪйствемъ данной силы. Найти положене равновфс!я данной точки. 
Пусть: 
© нормальная слагающая заданной силы Ё 
Н С Е А че. (545) 
уравнеше поверхности. 
Для равновфея нужно соблюдене услов!я 
Е — 9'<Р0:. 
Которому можно придать видъ: 
9, уд’ ду} 
(хех Е = > @-+-и+ 2) 


2 .. 646) 
 Уравневи (м) и) ы (0 о. 
'равнев!е же 
(хх + 2 ++ 2) 


. (547) 


(= (= й- == 
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предетавляеть с0бою поверхность, пересфчен‘е которой съ данной по- 
зерхностью есть граница той ея области, во всфхъ точкахъ которой ма- 
терйальная точка находится въ равновфеш. 

$ 223. Примъры. 

1) Найти положеня равновъеля тяжелой точки т на циклоидъ, 
обращенной вершиною внизь, если радйусь образующело циклоиду круз 
равень а. 

Обыкновенно циклоида относится къ такимъ осямъ, что вертина ея 


находится въ разстоян!и 2а отъ оси х. Тогда она опредвляется уравне- 
ными 


2 —а (8 — зт 8) 
у=4 (1 — с08 8) 
Изъ этихъ уравнен! уголъ $ наклоневя кас ательвой въ оси 2 опре 
дЬляетея по формул: 


сх а 
= 


Если, согласно условямъ задачи, ось х касается циклонды въ вер- 
шин а, ось у направлена въ сторону противуположную той, въ какую 
она направлена въ системф координатъ, при которой получено (548), то 
для перехода къ новымъ координатамъ надо замфнить въ (548) у чрезъ 
2а — у. Тогда 


=> ве И. (549) 
По усломямъ задачи. 
Х=о; У=— ту. 
Поэтому (542) привимаеть видъ: 
уф == ..-..... - 660) 


тдЪ ф уголь треш. Изъ (549) и (550) имфемъ. 


Отсюда 
За 19? ф 
1-99 
или 
у<2а. т? . 


Итакъ: всф точки циклоиды, лежация на высот (считая отъ вершины 
циклоиды) меньшей чфмъ 24а, 56? $, могутъ быть положениями равновз я 
матер!альной точки, если ф уголъ треня. 

2) .Опредплить толоженя равновзъьсёя тяжелой точки на эллитедидь 
аНы+а= в которомь ось 2 вертикальнапринимая во внимаще 
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треве. Для того, чтобы можно было приложить къ рфшенно этой задачи 
формулу (547), вычисляемъ: 

у уд 

де д’ д в’ с 


Х=о У=о; =— ту. 
Формула (547) принимаеть поэтому видъ: 
т? 9? Р 42? к т? 9? 
о от Ты 
41 (а — я Е =) 
или 
или 


Линя пересфчешя этой поверхности съ даннымъ эллипсоидомъ окру- 
жаеть на немъ область точекъ равновфая. 

Исключая 2 изъ уравнешя даннаго эллипсоида и изъ (551), получимь 
уравнене цилиндра: 

2 2 2 
(-Е-Я "+ 
пересфчеше котораго съ даннымъ эллипсоидомъ даеть ту же лин. Это 
уравнеше приводится въ виду: 
2 
2 +в) + в(а-+ын) =0 ..... 652) 

Итакъ: область положеня равновфея тяжелой точки на данномъ 
эллипсоидв ограничена на немъ ливею пересфчен!я его поверхности съ 
поверхностью эллиптическаго цилиндра (552). 

Если возьмемъ песокъ, составленный изъ песчинокъ, коэффищенть 
треня которыхъ о матерьялъ, послуживпий для устройства эллипеоида, ра- 
венъ р, и осторожно насыпемъ его на эллипсоидъ, то онъ расположится 
въ области, ограниченной линею пересфтешя поверхности эллипеонда съ 
поверхностью (552), и эта лишя будеть видва какъ очерташе песчанаго 
пятна. 

3) Показать, что область вы равновзоя тяжелой точки на ги- 
перболическомъ параболойдь — х — 22 —=0, въ которомъ ось 2 вер- 
ликальна, ограничена на немъ пересёчешемъ его поверхности съ поверх- 
востью эллинтическаго цилиндра. 


РФ — 
В.Б. Доле. _Курсь теоретической механики. 2 под. 13 
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.. 4). Лвствица поставлена нижнамъ концомъ на горизонтальную: пл0с- 
кость, верха! конець ея прислоненъ къ вертикальной отьнЪ. Найти ло- 
ложене равновфоя лёствицы, приннмаа, во внимаше НЕ ея о полъи = 
о стфву. Пуст: == 

АВ лестница, длина а 2; 

©—вЪсъ лЪствицы, приложенной въ центру. тяжести С; 

—давлене пола на лВетницу въ Я; 

В —давлен!е стЬвы на лЪстницу: въ, В; 

в коэффищенть тремя съ поломъ; 
"—коэффищенть тренфя со стЬною; 
ЕВ—тренше въ 4, тд <; 
Ё“—треше въ В, гл <; 
3—уголъ наклона льствицы къ горизонту. 

Для равновфойя должны ‘быть, согласно (256), равны нулю вс проло- 
женя силъ и проложен!и момевтовъ паръ. Поэтому уравнен!я равновзс!я 
будутъ: 

я {ВВ =0о 
чЁ' + В -ш=о 
21Ё'.Т. 608 $ + 28'.13т%0 —ш .10089 = 0. 
Исвлючивь К и Ё’ находимъ: 


198 = =, 


Если треве столь мало, что „.р’ < 1, то минимальный наклонъ |" 
опредфлится уравневемъ_ 
ь я и = 1. 
2. 
Если в’_> 1, то лЪетвица находится въ равновфе!и при всякихъ $. 
5) Лфстница находится въ такомъ же положен!и какъ въ предыду- 
щемъ примфрф. Найти какой грузъ можеть быть положенъ на данную ея 


ступеньку, не нарушая равновфс1я, если наклонъ лЪствицы къ горизонту=. 
Пусть; 


„М данвая ступенька; 

У! вЪеъ положеннаго на нее груза; 

а=АМ 
= и=щФ. 

Геометрическое изсльдоваше (фиг. 76). Возставимъ перпендикуляры 
АР къ полу и ВР къ стн%. Пусть Г) точка ихъ пересфчев!я. Построимъ, 
углы: ДАЕ =; ОВЕ = $. Согласно $ 220 равнодфйствующия давленй 
и трен!й должны лежать внутри этихъ угловъ, и слфдовательно точка при- 
ложеня общей равнодфйствующей ‘этихъ реакц! должна находиться 


Ре Е 


внутри’ четырехугольника ДЕЕН. Пусть-С-есть центръ тяжести совокуп- 
пости-груза и-льстницы, Если вертикаль, проходящая чрезъ-б’, проходить 
ваЪво оть Е; то обпий вфсъ. У’--е можно представить себф приложен 
нымъ въ какой-либо точкё Р ваходящейся внутри четыреугольвика 
ФКЕН; потому что тогда сила И’ ю можеть быть разложена на силы, 
направденныя но РА и РВ, которыя могутъ быть уравновфшены: реах- 
щыями въ А и В, лежащими въ углахь ДАЕи ЭВЕ. Итакъ: равновфс!е 
будеть въ томъ случа%, когда вертикаль, про- р 

ходящая чрезъ 9, пройдеть влЪво оть Е. 


ЗЕ 7 
Абециссы 2, и 2, точекъ Е и 9, считаемыя р В — 
вправо оть 4, не трудно найти; онЪ будутъ: , 
р: А ричеле В --АтОВИ В вт 8] 
№№. вы +1 р^ 


(Тани. 0058 я 


В Учи Фиг. 76. 


Если средина С'` находится вправо отъ вертикали, проходящей чрезъ Ё, 
‘то равновзейе возможно только тогда, когда грузъ лежить влфво отъ этой 
вертикали, и когда онъ достаточно великъ. у 

Если С лежить вафво оть вертикали, проходящей чрезъ Ё, то-грузъ 
'И’ можеть быть какой угодно величивы, если онъ помфщенъ тоже вавво 
оть нея. Но если онъ находится вправо оть этой вертикали, то онъ дол- 
_ жен быть достаточно мадъ для того, чтобы С’ былъ тоже влфво оть 
"вертикали, проходящей чрезъ Е. 

Если вертикаль, проходящая чрезъ Е, находится вправо. отъ В, то 
` можно, не нарушая равновся, помфетить какой угодно грубь на какую 
‘угодно ступеньку, лишь бы лЪстница выдержала этотъ грузъ.. 

„Аналитическое ртиене. Такъ же какъ и въ примфрВ 4-омъ, и при 


ТЬхъ же обозначемяхь, составляемъ уравнения: 
= {Е =Е; чЕ +В =У-ю 
21 Ё71 с08 ® + 28". 1. т 0 = (Иа - в) 608 8. 


< Исключивъ Ви В'; получимъ: 


с 21 (1 : с08 Е. зт 9) _ (Ма ид) с 0 ° 
ь ат ито 688) 


о Услове раввовъея заключается въ томъ, чтобы можно было удовле- 
творить уравненю (553) такими величинами & ит, чтобы» <. т 


< в ч< в. 


ри Зета тразсиатривать уравнеше (553) какъ уравнеше твометр ескаго 
ифста точки (5, 1) отнесеннаго къ прямолинейным прямоугольнымь коор- 
13* 


= 196 — 


динатамь, то (553) представляетъ собою гиперболу: Если эта гипербола, 

проходить чрезъ прямоугольникъ, составленный точками Е = =; ===’, 

то услове равновфея соблюдено, потому что тогда можно удовлетворить. 

уравненю (553) величинами «р; ч<р’. Правая чаеть уравнения (553) 

есть то, что мы обозначиаи чрезъ х.. Для того, чтобы гипербола прохо- 

дила чрезъ упомянутый прямоугольникъ, необходимо и достаточно, чтобы 
2+. В, 


1 = 
была положительна при Ё =; \=’. Сафдовательно услове равнов\- 
е1я будетъ 
21 (вр’. с08 9 рт 9) 
Е Ил =, 
щи +1 
или <, > 1,. 


Въ этомъ заключалось и условше, выведенное геометрическимъ изсл%- 
дованемъ. 

$ 224. Задача Максвелля. Матер!альвая точка т, (фиг. 77) лежитъ на. 
плоскости, поставленной подъ угломъ къ горизонту немного меньшимъ, 
чЪыъ уголь трешя. Ниже матеральной точки, но не на одной съ нею 
лини наибольшаго ската, сдЪлано въ плоско- 
сти отверст О, чрезъ которое продфта нить, 
прикрпленная къ матеральной точкЪ. Тре- 
буется доказать, что, есди тянуть весьма, тихо. 
за свободный конецъ нити, то матеральная 
точка опишеть на наклонной плоскости путь, 
состоящий, посафдовательно, изъ прямой и 
изъ полукружности. 

Доказательство. Пусть т какое-либо по- 
ложене матерьяльной точки, И’ проложенше 
вЪса точки на наклонную плоскость, И тре- 
не. При сказанныхь усломяхь Р= У’. 
Обозначимь чрезъ Р натяжяне нити. Если 
нить тащимъ весьма тихо, не возбуждая за- 
мфтной ускорительной силы, то силы Р, Ин Р’ доджны все время быть въ 
равновфеш. Пока отверсце О еще виже матеральной точки т, натяже- 
не Р безнонечно мало и достаточно только для нарушен!я равновфайя. 
Поэтому т спускается по прямой наибольшаго 'ската. Когда зи дойдеть 
до горизонтали, проходящей чрезъ О, то Р дфлается величиною конечною. 
Тогда Р должна дЪлить нопозамъ уголъ межну Ри ', при чемъ на- 
правлеше силы Т/ не м$няется, а Ё направлена пс касательной къ тра- 
ектори точки т. Опредфлене дальнЪйшаго пути приводится, слфдова- 
тельно, къ опредфленю кривой, въ которой ращусъ От служить биссек- 
трисою угла, составляемаго касательною и постояннымь направленемъ. 


Фиг. 11. 


— 197 = 


Такая кривая есть окружность, проходящая чрезъ точку 0, находя- 
щуюся въ конц д1аметра пернендикулярнаго къ упомянутому постоянному 
направлению. 

ДЬйствительно (фиг. 77) въ окружноети, цевтръ которой въ С 

Е Сто = д СО0т, 
шли с & 
3—2 8т0 = э — 2 О4ю, 
зу и РтЕ= д РтУ', 
что и требуется. Итакъ, путь точки эи состоитъ изъ прямой А (фиг. 77) 
и полуокружностя, построенной ва даметрь АО. 

$ 225. Тремя, дъйствующИя по неизвЪстнымъ направленямъ. Въ задач 
Максвелля мы первый разъ встртились съ вопросомъ, въ которомъ не 
была дава не только величина тренйя, но и направлеше трея требова- 
лось опредфанть, потому что предстояло опредфлить направлеве движен!я. 
Если направлен!е движен!я не опредфлено задашемъ, и слфдовательно не- 
извъстны и направлен!я трев\й, а дЪло идетъ о равновфси системы, то 
приходится прибфгнуть къ особымъ методамъ, основаннымъ на теорем 
Шаля, имфющей капитальное звачеше въ прикладной кинематик%. 

$ 226. Теорема Шаля; Всякое перемфщене плоской фигуры въ ея пло- 
<кости изъ одного положеня въ другое можеть быть произведено безчи- 
сленнымъ множествомъ способовъ; но всегда можно достигнуть этого лере- 
мЬщеня вращенемь фигуры около нфкоторой оси, называемой осью пере- 
мъщеня (фиг. 78). 

Пусть А и В суть двЪ точки фигуры въ 1-омъ ея положени, А’, В" 
эти же точки фигуры во 2-омъ ея положении. Соединимъ А съ Д' и во3- 
«тавимъ къ прямой АА’ изъ ея средины 
перпендикудяръ №0. Соединимъ В съ 
В’ и возставиуъ къ ней изъ ея средины 
М перпендикуляръ. Пересфчеше О этихъ 
перпендикуляровъ и будеть проекщею 
оси перемфщев!я на перпендикулярную 
къ ней плоскость фигуры (фиг. 78). 

Дайствительно, разстояще АВ между 
точками фигуры остается неизмфннымъ, 
такъ что АВ = А'В. Кром того изъ 
равенства прямоугольныхь треугольни- 
ковъ слфдуетт: ОА = ОА', ОВ =ОВ'. 
Сафдовательно треугольники АОВ и 
-А’ОВ' равны, и треугольникъ АОВ можно перемфстить вращещемь 
коло 0 изъ положеня АОВ въ положеше А'ОВ’, при чемъ (этимъ вра- 
щенем) АВ перемфстится въ позожеше Д’В’. Что и требовалось доказать. 


= 188 = 


$227. Первый способъ рьшенйя задачъ на трен!я, направленя ‘которыхъ 
не даны. Такого рода задачи состоять въ слфдующемъ. Дано тяжелое тфло 
опирающееся точками 2,, А,... А, на горизонтальную плоскость, проз 
изводя_ въ’ этихь точкахъ давлешя Р,, Р,...Р,. Пусть коэффищенты 
трея въ этихъ точкахъ будуть р, р.» и: = р,. На тфло дёйствуютъ пара 
и сила, при чемъ вс силы параллельны горизонтальной плоскости. 

Если будемъ разсматривать предфаьный случай, когда силы настолько 
велики, что тБло едва не приходитъ въ движеше и если намъ удастся 
найти тоть центръ С перемфщеня, около котораго тфло начало бы вра- 
щаться, еслибы оно пришло въ движеше, то направленя тревй опре- 
дфлятся, потому что при вращени около С вс точки А,, А., А... бу- 
дуть перемфщаться по дугамъ окружностей радусовъ СА,, СА,, СА,..., 
трешя же будуть дЪфЙствовать въ сторону противуположную этимъ пере- 
мЬщенямъ. 

Пусть: 

Г. моменть заданной пары, 

Х, У слагающёя заданной силы, 

(хь, У,) координаты точки 4,, 

® — 04, 

(>, м) координаты центра перемфщеня, 
и подожимъ, что заданныя силы стремятся повернуть тло въ направления 
противоположномь движению стрёлки часовъ. 

Разложене трев!й по направлешямь осей координать упростйтся, если 
мы повернемъ всф трен!я около точекъ ихъ приложешя въ одну сторону 
ва углы равные прямому углу. Тогда вс тревЁя направятся по прамымь 
СА,, ОА,, СА, ... по направлено, положимъ, отъ С. Чтобы имфть право 
на тавой повороть тренй мы должны помнить, что теперь прозожен!е 
каждаго повернутаго трея на ось х равно проложено неповернутаго, 
тревйя на ось у и входать въ составъ силъ ‘уравновьшивающихь У; точно 
такъ же проложеше каждаго повернутаго тренйя на ось у равно проло- 
женню неповернутаго трешя на ось 2 и входить въ составъ силъ уравно- 
вЪшивающихь (—Х). Поэтому, и вслфдстве того, что треня равны Р, в, 
Р.р» Рув, .., получимъ для равновфе!я силъ: 


Р-Я уно. г лазит) 
ЗРЯ УЖО: . 53 ч= Авин (666) 


Для равновЪея моментовъ паръ не нужно повертываль треня. Ра- 
венство нулю статическихъ моментовъ относительно С’ бущеть таково: › 
„роРг ---У.. ВЫХ что: дения 2 (556) 

СЗдфсь ‘мы предположили, 170’ центръ перёмбщен!я `С' не совпадаеть ни 
въ одной ‘изъ точекъ А,, А,... прикасающихся къ ‘илоскоети. Если С 
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‹овпадаеть, напримфръ съ А,, то называя проложеня тренывь А, на 
осй чрезъ №, и Е,' получимъ уравненшя равновфейя, а вЪ (554), 
(655) и (556) (6/9). чрезъ (ль и), вы, Е и Р.Е зразь у 
и — Е, и уничтожая членъ в, Р, ,. "№ 

$ 228. Второй способъ ршен!я`задачь на трея по неопредъленнымъ 
направленямъ. Моментъ относительно С’ всфхъ силъ и везхъ Ир (060+ 
значимъ его чрезъ р) равенъ 

р = Ув Ри -+ У: — Хх Г 
если координаты точки С’суть (+, *). Этоть моменть измфряется въ на- 
правлен!и момента тренй. Если р отрицательно, то моментъ сидъ бол%е 
момента трев!Й и тЁёло начнете вращаться. Если р положительно, то мо+ 
ментъ трен!Й больше момента силъ, и тёло можеть быть удержано въ 
покоф даже меньшими треями, чфмъ предфльвыя трёня. Положимъ, что. 
мы вашли такое положеше точки С, при которомъ р принимаеть наимень- 
‘тую величину. Если р положительно пли равно нулю при своей наимень- 
шей величин$, то не существуеть центра перемфщеня С, около котораго, 
тВло могло бы начать вращаться. Если же минимальное р отрицательно, 
то существуеть центръ перемфщен!я именно въ тоя точк$ С, для которой 
р тийтит. 

Для опредфлешя яиминит’а р нужно приравнять производныя отъ 
(557) по ЕЁ и по \ ную. Но при этомъ, благодаря равенству 

в = (— + (4—1) 
мы какъ разъ и получимъ уравневя (554) и (555). 

Посмотримъ теперь, какое значеше имфютьъ эти уравненя (554) и 
(555). Представимъ себф ось перемъщешя С какъ неподвижную ось вра- 
щевя и обозначимъ проложеня производимаго на нее тфломъ давленя 
чрезь В, и В,. Тогда, при равновфс!и, должны быть равны нулю суммы 
проложен! заданвыхъ силъ, тренй и давлен!й. Но (554) и. (555) пока- 
зывають, что суммы проложен заданныхъ ‘силъ и трешй равны нулю. 
‘СлЪдовательно: 


Е,=0; В,=0. 
Уравненя (554) и (555) показывають, что на неподвижную ось С ве 
существуеть давленя, если она выбрана такъ, что по отношен!ю къ но т 
принимаеть минимальное значене: 

Итакъ: 066 (С, около которой тъло начинаеть вращаться, ‘опредъ: 
ляется нахожденемь тайтит'а момента р; 'услове же, при ивполнеши 
которало заданныя силы едва достаточны для приведенёя тльяа въ дви- 
жене, получается приравнещемь нулю найденной минимальной величины 
момента р. э 3Е5а 

Прим$ръ 1: Треуюльный столь стоитэ ет 
#з трежь вершинахь треузольника, на зоризонтальномь полу. Найти наи» 
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меньшую пару, которая три существовани тремя между ножками и 
‘полом, была бы способна повернуть столъ. Если вфсъ всего стола У, 
то давлене каждой ножки о полъ равно 31 трене каждой ножки 
равно р т. 

Положимъ, что центрь перемфщеня О не совпадаеть ни съ однимъ 
изъ концовъ А, В, С вожекъ. Такъ какъ задава только пара и, слфдо- 
зательно, трея должны уравновфшивать пару, то они могуть быть по- 
вернуты вс въ одну сторону на прямой уголъ, и мы имфемъ право счи- 
тать ихъ дЪйствующими по направленяхъь 40, ВО, СО не нарушая 
равновфсйя (см. $ 224). Мы должны имфть равновфое силъ и равновфс!е 
моментовъ. 

Равновфо!е силъ заключается въ равновфе!и повернутыхъ трев! дьй- 
ствующихь по АО, ВО, СО; чтобы оно было, необходимо, чтобы центръ 
перемфщен!я О лежалъ ввутри треугольника АВС. Такъ какъ треня эти 
взаимно равны, то углы АОВ, ВОС, СОА должны быть взаимно равны. 
Поэтому каждый изъ нихъ равенъ 120°. Итакъ: если каждый изъ угловъ 
треугольника менфе 120°, то центръ перемфщеня лежитъ на пересфчени 
двухъ дугь окружностей, построенныхъ на двухъ сторонахъ треугольника. 
и выфщающихъ уголъ 120°. 

Равновфс!е моментовъ показываетъ, что моментъ наименьшей пары, 
которая въ состояни повернуть столъ, равенъ 


в (АО + ВО + 00). 


Положимъ теперь, что центръ перемфщеня совпадаетъ съ концом 
одной изъ ножект, напримфръ съ С. 

Повернувъ трея на прямой уголъ замфтимъ, что трен!е въ О должно 
уравновфшивать двЪ силы, идущ!я по АС и ВС и равныя каждая т ви’. 
РавнодЪйствующая этихъ сидъ равна 


1 [2 
ЗВ. 2 605 (,). 


Но треше въ С равно + в’. СлЪдовательно, эта равнодфйствующая 
не можеть быть больше а ы’: Поэтому уголь С долженъ быть больше 
120°. Итакъ: столъ можеть повернуться около одной изъ ножекъ только 
въ томъ случаЪ, если уголъ треугольника при этой ножкВ > 120°. Въ 
этомъ случа моменть наименьшей вращающей пары равенъ 


ВУИ (СА + 0). 


если столъ повертывается около С. 
Примфръ 2. Однородная палка АВ лежить на зоризонтальмомь 
столт, опираясь на нею равномърно всъми точками сотрикасающимися 
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со столомь. Найти наименьшую силу, которая, будучи приложена къ 
концу А перпендикулярно къ палкъ м въ зоризонтальномь направлени, 
были бы въ состоянёи сдвинуть падку съ мюста. 

Пусть: 1 длина палки, г вЪеъ единицы ея длины. Каждый элементъ 
палки производить давлеше 2 . 4. Предфльное трен!е на элементь равно 
р. №. 4х. Если центръ перемфщен!я находится въ 0, то трешя направ- 
левы по перпендикулярамъ, возставленнымъ къ палкВ изъ ея элементовъ, 
и всЪ трен!я должны уравновфшиваться силою Р, приложенною въ 4. 

Положимъ, что центръ перемьщеня лежить въ сторонв оть палки. 
Повернувъ всф тремя въ одну сторону на прямой уголъ, такъ чтобы вс№ 
они были направлены къ О, замфтимъ, что всф они должны уравнов- 
шиваться силою Р дЪйствующею парал- 


лельно палкЪ (Р тоже повернута). Но . Х Ф 

это можеть быть только въ томъ с1у- Д мб В 
ча, если О лежить на палкЪ. Итакъ 

‹центръ перемфщеня О долженъ лежать 1’ 

на направлев!и палки. Фиг. 719. 


Положимъ, слфдовательно, что 0 ле- 
жить на АВ и обозначимь АО чрезъ 2; тогда неповернутыя трейя въ 
элементахь Н и Н' перпендикулярны къ АВ и направлены какъ по- 
казано на чертеж (фиг. 79). Равнодфйствуюция этахъ трешй приложены 
въ центрахъ тяжести отрфзковъ ЛО и ВО и равны: 


в их 
в (1—2). 
Равновф‹е силъ и равновЪс!е паръ дадутъ: 
вх — ии (1—2) =Р 
ва? = вю (Р — 27). 
Второе изъ этихъ уравненй даеть хУ2 = 1. Первое даеть: 
=р.ю. (И2— 1). 


ГЛАВА Гу. 
Начало возможныхъ перемъщен!й. 


$ 229. Общее выражеше начала возможныхь перемфщенй. Въ $ 67 мы 
показали, въ чемъ состоитъ начало возможныхь перемфщенй для рав- 
новфся одной точки, затфмъ въ $ 127 мы примфнили его, безъ огово- 
рокъ, къ выводу общаго уравнешя механики. 

Начиная еще съ Лагранжа было дано много доказательствъ справед- 
„ивости этого начала въ приложеши его къ какимъ угодно системамъ, 
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Н0 вс эти доказательства ‘возбуждали возражения. Этотъ недостатокъ чисто» 
формальнаго: характера; ‘и даже частный случай общаго‘уравненя (начало: 
сохранея живой силы) служить краеугольнымъ камнемъ всей  современ- 
ной физики и признается одною изъ доетовърнЪйшихь истинъ, благодаря 
огромному числу фактовъ, ее подтвержждающихъ и отсутотвю фактовъ про- 
тиворфчащихъ, вслфдетве чего какъ начало возможныхъ перемфщен!й въ. 
примфнени къ систем, такъ и выводимое изъ него общее уравнен!е- 
механики такъ же достовфрны какъ основные законы Ньютона, выве-. 
денные тоже изъ наблюдешя фактовъ. 

Въ настоящей главЪ мы подробнфе остановихся на началВ воамож- 
ныхъ перемфщен!й и примфнимъ его къ равновЪсю неизмфняемой си- 
стемы, для которой оно можеть быть доказано съ достаточною убфди- 
тельностью. . ы 

Самымъ общимъ-образомъ можно выразить начало возможныхь пере- 
мЬщенй такъ: 

Положимъ, что силы Р,, Р,.. дйствують на точки А, А,.». системы 
данныхъ тлф. Нфкоторыя изъ этихъ тьлъ могутъ. быть соединены свя- 
зями и производять другъ на друга дЪйствя и противодЪйствя. Подо- 
жимъ затЬмъ, что система весьма мало переместилась, такъ что точки 
А,, 4... заняли сосфдыя положешя: А,', А,'... Пусть @р., @р»... суть 
проекщи на направлени силъ Р,, Р,... перемфщенй 2, А,', 4, 4, 
Пусть 40 = Р‚ар, + Р‚ар, + Р.ар, +... Система находится въ равно- 
вЪеш, если ЧО — 0 для всякихъ малыхъ перемфщен! возможвыхъ, то 
есть не противорфчащихь геометрическимь услошямъ связей. Наоборотъ, 
система не находится въ равновфсш, если, для какого-нибудь возможнаго 
ея перемфщен!я, 407 не равняется нулю. 

Произведеве Рар есть работа силы Рона пути того возможнаго ие- 
ремфщешя точки А, проевщя котораго на Р равна @р. Ее называють 
иногда возможнымь моментомь (шотепё уе!) ли возможною работою 
(1тауаЙ ун\ие]). 

$ 230. Приложеше начала возможныхь перемфщенй къ теор рычага. 
Даля поясненя дфла приложимъ начало возможныхъ перемфщенй къ про- 


А 0 Во ТОМ и хорошо извфстному изъ элементар- 
вой физики ‘примфру. 

Положимъ, что намъ данъ рычагь, епо- 

у - ‘собный вращаться’ безъ трешя около оси 

Фиг..80.. О (фиг. 80). Въ точкахъ А_и В прило- 


жены къ нему силы Ри ©. Спрашивается, 
какое отнощев{е должно существовать между плечами ОД =р; и ОВ=4 
для того, чтобы рычагъ находился въ равновфе1? 
Рычагь. можеть совершать большя перемфщен!я, вращаясь около оси 
0.,Но для начала, возможныхь перемфщея!й важны только малыя пере- 
мфщенйя. 
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Возможныя малыя перемфщен!я для рычага заключаются въ томъ, что 
онъ можеть. повернуться на уголь @р въ ту или другую сторону. Поло- 
жимъ, что онъ отклонился на уголъ 4 въ такую сторову, что точка 4 
перемфстилась кверху. Это перемфщеше точки А равно дуг р. 49- 
Точка В перемфетится при этомь книзу на дугу 44$. Если перемфщене 
книзу считаемъ положительнымъ, то перемфщен!е хверлу приходится счи- 
тать отрицательнымъ: Поэтому возможныя перемфщеня точекъ приложе- 
ня силъ будуть: 

р. @ф дая точки А 

— а. @ дая точки В. 

Работы на пути этихъ перемфщен! будуть: 
Р. раф = работа силы Р 
— ©. 94$ = работа силы ©: 

Согласно началу возможныхъ перемфщен! сумма этихъ возможныхь 
работь должна быть равна нулю. Слфдовательно: 


Рраз — 944? =0 


или, по сокращен!и ва 4: 
Ро.— бо поела еннаний (558) 


Итакъ, мы вывели изъ начала возможныхь перемфщенй уравнеше 
(558), выражающее извЪстный законъ рычага, выражающий, что для рав- 
новзея рычага необходимо, чтобы статичесв!е моменты силъ были равны. 
Это уравнеше (558) можеть быть представлено въ видЪ: 


р ВГ 


Е рее чаьль в «Трои здВЮ 
силы обратно пропоригональны тлечамь рымала. 

$ 231. Примфнеше начала возможныхь перемфщенй въ практической 
механинЪ. Законъ рычага можно выразить слфдующимъ образомъ. При 
перемфщен!и рычага на уголь 4ф одинъ конець его описываеть боль- 
шую, другой менышую дугу: возможное перемфщен!е одного конца больше 
чмъ другого. Для равновфоя приложенныя къ оэтимъ концамъ силы 
должны быть обратно пропорщюнальны ихъ возможнымъ перемфщенямъ. 
Чмъ меньше возможное перемфщене точки рычага, тьмъ большую силу 
нужно къ ней приложать для равновфейя. 

Въ практической механикЪ начало возможныхь перемьщевй избав- 
ляеть иногда оть многихъ вычислев!й. Практики выражають его иногда 
въ такой формЪ: «проигрывая въ пространств, выигрываемъ въ сил». 
Это выражене не отличается точностью. Выразимъ нфскольво точифе на 
опредфленномъ иримЪрё, что’ хотять сказать этими словами. 

Положимъ, что имфемъ сколь угодно сложный механизмъ, состоящий 
изъ рычаговъ, зубчатыхъ колесъ и шкивовъ съ перекинутыми безконеч- 
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ными ремнями, тольбо такой, что каждому положеню точки 4 механизма 
«оотвфтствуетъ свое, вполвф опредфленное положен!е точки В. Положимъ, 
что, при прохожден!и точкою А весьма мазаго пути Аа, точкв В прохо- 
дить весьма малый путь В6. На основани начала возможныхь перем}- 
щен! силы Ри ©, приложевныя въ точкахь А и В механизма по на- 
правлению этихъ путей уравновъшиваются, въ отсутстви тренш въ томъ 
случа, если онф обратно пропорщональны длинамъ этихъ путей. 

Это начало, какъ и принцииь сохраненя энерми, убфждаеть насъ 
ВЪ ТОМЪ, ЧТО нихакимь механизмомь нельзя создать энерии изъ ничею: 
можно только разнообразить отношешя между силами и путями, про- 
ходимыми тьма почками механизма, въ хоторыхъ эти силы приложены. 

$ 232. Доказательство начала возможныхъ перемфщенй для свободнаго 
‘абсолютно-твердаго тфла. 

Теорема 1. Работа силь, дъйствующить на одну точку, равна 
‚работль равнодъйствующей этихь сидь. 

Если нфоколько силъ дЬйствують на одну точку 4 и заставляють ее 
перемфститься въ А’, то каждая изъ сизъ производить работу. Работою 
всей совокупности силъ называется сумма работъ, произведенныхъ каж- 
дою изъ силъ. Работа произведенная одною силою Р равна, согласно 
опредфлен!ю, произведению перемфщен!я Д.А’ на проекщю Р’ по направ- 
лево АА’. Поэтому работа всфхъ силъ равна произведен А.А’ на 
проекщю вевхъ силъ по направленю АА’. Олфдовалельно она равна 
произведеню А.А’ на проекщю равнодфйствующей по направлен АА’. 
Итакъ: работа силъ, дЪйствующихъ на точку, равна работ ихъ равно- 
дЪйствующей. 

Теорема П. Работа силы, дьъйствующей на абсолютно-твердое 
эпъло, не мтилется, если точка приложешя силы переносится въ друцю 
эпочку зпъла, лежащую ча направлены силы. Положимъ (фиг. 81), что 
въ абеолютно-твердомъ та сила № переносится изъ точки приложешя 

А въ точку приложения В того же тфла, 


4 - 2’ находящуюся на направлени силы Е. 
ЛИ О Пусть А’В' есть второе положеше пря- 
аи 2 Ч 1 ый АВ весьма близкое къ первому, при- 

Фиг. 81. нимаемое прямою АВ подъ дйстйемъ 


данныхъ силъ ва твло. Опустимъ перпен- 
дикуляры 4'М и В’М на АВ. Работа силы ТР, согласно съ опредфле- 
щемъ этого понятя, равва Е. АМ. Работа перенесенной силы Ё' равна 
Р. ВМ. Такъ какъ А'В’ составляеть съ АВ безконечно малый уголь, 
то можно принять косинуеъ этого угла равнымъ единицв. Тогда: 


МХ = АВ = АВ. 
Сафдовательно: _ ам 
ВМ = АМ. 
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Поэтому: Е 
Е. АМ= РЕ. ВМ, 
что и требовалось доказать. 

Сльдетвуе. Изъ этихъ двухъ теоремъ слфдуетъ, что работа дЬй- 
ствующихь силъ при данномъ перемфщени ве измфняется оть того, что 
будуть приложены къ тфлу еще равныя и противуположныя силы, 

Теорема 1Ш. Работа совокупности силъ, дъйствующихь на абсо- 
дютно-твердое тзьло, не измтняется отъ тою или друюю приведеня 
этой совокупности силъ по правиламь статики къ простпийиимъ систе- 
мамь силь м паръ. Статическое приведене силъ, дЬйствующихь на не- 
измфниемую систему, изложенное въ 55 90—104, все состоитъ изъ трехъ. 
процессовъ: 1) сложевя и разложеня сидъ; 2) перенесевя ихъ точекъ 
приложения по ихъ направлен!ямъ и 3) присоединешя или отнятя сплъ 
равныхъ и противуположныхъ. 

Согласно доказаннымь въ настоящемъ параграфЪ теоремамъ и слВд- 
стйю ни одинъ изъ этихъ процессовъ не измфняеть работы совокупности 
дЪйствующихъ силъ. Слфдовательно, эта работа не измфняется отъ того 
или другого приведеня силъ, 

СлЪдств!е. Поэтому: работа данной совокупности силь, дъйствую- 
щить на обсолютно-твердое зтьло, равна суммъ работь равнодъйствую- 
щей силы и равнодпйствующей пары (см, $92). 

Главная теорема. Если совокупность сил», дъйствующихь на 
‘абсолютно-твердое тъло, находится въ равновъст, то сумма Руар, = 
- Р,а4р, +... возможныхь работъ равна нулю. Если совокупность сить, 
находится въ равновфсйи, то и равнодфйствующая сила Е равна нулю, и 
моменть С равнодчйствующей пары равенъ нулю (см. $ 92 и 105). Но 
въ такомъ случаф, согласно елфдетвю теоремы ТИ-ей, работа Р‚@р, + 
-+ Р.ар, + „. всей совокупности силъ равна нулю. Эту работу мы ©60- 
значили ВЪ $ 229 чрезъ 40. Итакъ, начало возможныхь перемфщений 
в» приложени къ свободному абсолютно-твердому ттьлу, доказано: если 
ТЬло находится въ равновфсйи, то 40 = 0. 

Обратная теорема. Если сумма возможныхь работъ равна нулю 
для веякало возможнало перемпщешя абсолютно твердато ттъла, то ттьло 
‘находится въ равновиеи. Если сумма возможныхъ работъ равна нулю, 
то; соглаено сказанному въ настоящемъ параграфЪ, сумма работь равно- 
дЪйствующей силы Ё и равнопфйствующей пары С равна нулю для вся- 
като возможнаго перемьщеня. Докажемъ, что если эта работа равна нулю, 
то и самыя Ви С равны, порознь, нулю. 

Мы можемъ всегда, согласно $ 98-му, сдЪлать приведене такъ, чтобы 
плоскость пары С была перпендикулярна къ силф Е. Такъ какъ сумма 
работь силы Ё и пары @ равна нулю для всякаго перемфщени, то она 
равна нулю и для такого перемфщены, при которомъ тфло, оставаясь 
параллельнымь своему начальному положевно перемфщается ‘на путь д” 
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параллельно В. Но это перемфщев!е перпендикулярно къ силамъ состав: 
зяющимъ пару С. Слфдовательно работа пары равна нулю. Если сумма 
работь силы Ё и пары С равна нулю и работа пары’ въ отдфльности 
‘равна нулю, тои работа. #8” силы въ отдёльности должна быть равна 
нулю при томъ, что &^ не ‘равно нулю. ‘Слфдовательно: @==0) 

Такъ какъ сумма: работь силы Ё и пары С равна нулю для всякаго 
зозможнаго перемфщеня, то она равна нулю и для такого перемфщен!я, 
при которомъ’ тфло`повертывается на уголъ ‘4 около Ё въ сторову, ‘ука 
завную силами, составляющими пару. Если плечо пары -.4В, то перем$- 
лценя точекь А и В приложевя ея силъ будуть направлены, по’ этизь 
силамъ (безконечно малыя дуги) и равны, каждое ‘порознь, : АВ. 4%. 
Работа же всей пары будеть АВ. ©: 4®—= 0. 4®. При сказанномъ 
перемфщени тВла точка приложеня силы Ё не перемфщается; поэтому 
‘работа силы Е равна нулю. Слфдовательно, при указанномъ равенствь 
вулю суммы работь силы Ё и пары С — работа пары @ равна нулю, 
для С. 4® —0. Но 4% не равно вулю. Сафдовательно @ = 0; 

Итакъ: В — 0; @ = 0. Если же они порознь. равны нулю, то тЬто 
находится въ равновфси, что и требовалось доказать. 

$ 233. Доказательство теоремы обратной началу возможных перемЪ- 
щенй, для системы абсолютно-твердыхъ тЪлъ. 

Теорема: Система находится в» покоъ; дано, что работа внтш- 
низа’ силь равна нулю для всякить весьма малыхь перемьщенй системы 
изъ этою положешя, создасуемыхь сь данными связями. Требуется дока- 
зать, что система находится въ ‘равновьси, 

Еслибы система не была въ равновЪсш, то она пришла бы въ дви- 
„жене. Представимъ себф всяыя возможныя совокупности путей всъхъ 
точекъ. системы. Изберемъ одну изъ такихъ совокупностей путей. По- 
‘мощью. гаадкихь кривыхъ можемъ поставить систему въ тая условя, 
то точки ея будуть въ состоявши двигаться только по избранной сово- 
купности путей. Такъ, напримфръ, если какая-нибудь кривая представ- 
ляетъ собою одинъ изъ путей избранной совокупности, по которому можеть 
двигаться одна изъ точекъ системы, то, взявъ неподвижную абсолютно 
твердую и гладкую проволоку, имфющую видъ этой кривой и надфвъ на нее, 
очень тонкое кольцо, соединенное съ точкою движущейся по этой кривой, 
_и-едфлавъ то же самое съ другими точками системы, мы поставимъ си- 
стему въ ташя услов1я, что ея точки могуть свободно двигаться только 
по избранной совокупности путей. Противодфйствя этихь проволокъ 
“равны дЪйствямъ на нихъ движущихся по нимъ точекъ и противупо- 
дожны этимъ дЬйстйямъ, а потому работа этихъ дЬйствй и противодЪй- 
отв равна нулю и проволоки не вшяють на величину разсматриваемой 
„возможной работы. Теперь уже достаточно одной сиды Е приложенной 
въ какой-нибудь. точ. ‚А системы для того, чтобы удержать систему отъ 
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перемфщен!я ‘изъ. положен!я покоя. Эта сила Ё должна имфть налравае- 
ве противуположное тому, по которому точка -4 двигалась бы, ‘еслибы 
ве было силы Е. Теперь силы, приложенныя къ системф, уравновфши- 
ваются силою Р. Если система двинется по единственно доступнымъ ей 
путямъ и точка А перемфстится при этомъ въ 4”, то сумма работь при- 
ложенныхъ къ системф сизъ, илюбъ работа силы. Ё, должна быть равна 
нулю. Но дано, что сумма работь приложенныхь къ систем сидъ равна 
нулю. Ея`работа равна (— АА’. Е), а перемщеше. АЛ’-произвольно. 
Олфдовательно №" = 0. Итакъ, не нужно ‘никакой силы К для. удержашя 
‘системы въ покоф. Слфдовательно система находится въ равновфош, что 
и требовалось доказать. 

Замфтимъ, что-въ доказательствь.этомъ мы ‘предполагали, что вов 
силы, дЪйствующия на систему, приняты во внимане, то есть и тревя 
(если они предполагаются существующими), и реакщи связей. Можно не 
вводить ‘въ уравнеше 40 —0 только так!я силы, или совокупности силъ, 
работа которыхъ равна нулю, вапримфръ: давлеше на ось тфла вращаю- 
щагося около неподвижной оси,—потому что точка приложеня такой силы 
неподвижна, и потому работа силы равна нулю; натяжеше нерастяжимой 
нити, на концахь которой прикрфилены ‘двЪ точки системы,-—потому что 
совокупность. работъ’ дфйствя и противодьйствя равна нулю. 

$ 234. Начальное движеше системы. Теорема: `Находившаяся въ 
поко® система начинаеть движенйе, подь ‘дъйстиемь приложенныхь къ 
ней силь, вседа такъ, что работа силь в5 начальном» перемпщени по- 
ложительна.. Справедливость этой теоремы’ видна изъ того, что въ ‘при- 
ложени къ начинающемуся движеню уравнеше (396) живыхъ силъ при- 


нимаетъ видъ; 


хе 
3 А 


величина же У ея какъ сумма квадратовъ помноженныхь на половины 
массъ, всегда положительна. 

Изъ этой теоремы слфдуеть, что для обезпеченя равновзоя доста- 
точно, чтобы сумма возможвыхь работъ для всЪхъ возможныхъ перем\- 
щен была не больше нуля; потому что, согласно только-что доказан- 
ному, только положительная сумма работь. существуеть при выходь си- 
„стемы изъ покоя, какъ это видно изъ (183). 

Работа силъ Р равва работб ихъ продожен, такъ что: 


х Рар — (Ха -= Уау + 242). 


Поэтому начало возможныхь перемфщен! можеть быть выражено 
`формулою: м 
+ я их (Хак-н Уау-н Яр) Е +. рн (560) 
зогласно ‘съ 183: 3 ЕЗаЕИИТ з ; 


= 308 — 


'Еели движев!е возможно только въ одну сторону по связямъ, то до- 

статочнымъ условемъ равновфс1я будеть: 

У (Хаз + Уду + 24) <0 
если же движеше возможно по связямъ яъ об стороны, то услове рав- 
вовфейя будеть: 

Хх (Хаз + Уау + 242) = 0. 

На этомъ чаще вотрёчающемся услови мы и остановимся. 

$ 235. Координаты твердаго тЪла. Для опредфленйя положешя нензм»- 
нлемой системы нфтъ необходимости знать координаты всъхъ ея точекъ: 
достаточно знать координаты х, у, 2 одной какой-нибудь точки системы, 
два угла, составляомые съ осями 2 и у какою-либо данною прямою си- 
стемы и уголь, составляемый какою нибудь данною неподвижною плос- 
кость съ данною плоскостью системы, проходящею чрезъ упомянутую 
прямую. Итого, нужно знать 6 координать: 2, у, 2, два угла прямой и 
уголь между плоскостями. 

Эти 6 величинъ, или друмя как я-либо 6 величинъ, опредзляюция по- 
зожен!е неизмьняемой системы, называются ея координатами. 

Если система состоитъ изъ нфоколькихъ точекъ иди нфсколькихъ тЪлъ, 
то ть величины, которыми опредфляется положеше системы, называются 
ся координатами. 

$ 236. Независимыя координаты. Если положене системы опредЪляется 
декартовыми координатами всфхъ ея точекъ, и если свобода движен! ея 
отраничена связями, то связи эти выражаются уравненями, дающими вза- 
висимость между нФкоторыми изъ этихъ координатъ. 

Положимъ, что система содержить  точекъ и дано й связей. Для каждой 
точки существуютъ 3 декартовы координаты 2, у, =. Слфдовалельно для 
всей системы существуеть Зи координатъ. Изъ нихъ  координать мо- 
тутъ быть исключены при помощи К уравнев!Й связей и остается (3и—&) 
координатъ, которыя уже будутъ независимы другъ отъ друга. 

Эти (3п —®) независимыя другъ оть друга координаты, или (3и—-й). 
величинъ, ихЪ замфняющихъ, называются независимыми координатами 
системы при данныхъ связяхъ. 

Прим%ръ. Точка движется на сферф. Положенше точки опредфляется 
3-мя декартовыми координатами (х, у, =). Но при данной связи (сфера) 
вполнВ достаточно, для опредфленя положен!я точки на сфер, 2-хъ гео- 
графическихъ координатъ: долготы ^ и широты $. 

Примфръ 2-й. Точка движется по прямой 

Ах + Ву-+ 0: =/ 
Ах + Ву-+ С,== Л, 

Положен!е точки опредъляется 3-мя девартовыми координатами (х, 

3, =). Но при движен!и по этой прямой, для опредфлевя положенйя точки ‚ 
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достаточно знать ‘одну координату. А именно: изъ уравнен!й данной пря- 
мой опредфляемъ * 
— В, Ф— 6) — ВФ, — 6,2) 


ыы АВ, —А,В 
А (2'— С) — А! (Ф— 62) 
У АВ, —А,В 


Теперь ясно, что дая опредфленя положешя точки ва прямой доста- 
точно знать #, по которому сейчасъ же опредфлятся х и у по выведен- 
нымъ формуламъ. 

Прим ръ 3. Прямая АВ имфеть неподвижную точку въ начал 
координатъи можеть вращаться окото этой точки, оставаясь постоянно въ 
плоскости (2, у). 

Хотя каждая точка прямой опредфляется 3-мя декартовыми коорди- 
натами. Но положеше прямой вполн% опредфляется угломъ ф, образуе- 
мымъ ею съ осью 2. Уголъ ф и будеть везависимою координатою прямой, 
подчиненной такимъ условямъ. 

$ 237. Степени свободы системы. Число независимыхъ координатъ, 
которыми опредфляется положеше системы, называется стененью ‘свободы, 
этой системы при данныхъ связяхъ. Такимъ образомъ: 

Степень свободы свободной точки = 3; 

Степень свободы точки, не покидающей данной поверхности = 9. 

Отепень свободы свободнаго абсолютно твердаго твла = 6; 

Степень свободы абсолютно твердаго тфла имфющаго 1 неподвижную 
точку = 3; 

Степень свободы абсолютно твердаго тфаа вращающагося около не- 
подвижной оси = 1, 

и такъ далве. “ 

$ 238. Максимумъ и минимумъ силовой функщи. Если элементарная 
работа У (Х 42 -+ У 4у-+ 242) представаяетъ собою полный дифферен- 
аль какой-нибудь функци И, такъ что: 

У (Хаг-- Уау-+ 24:2) = 40, 
то, согласно $ 133, эта функшя О называется силовою функщею. 
Согласно началу возможныхъ перемфщенй, при равновфои системы: 
р рее о - . . (661) 


По правиламъ же дифференшальнаго исчислевя (561) представляетъ 
собою уравневе, изъ котораго опредфаяются максимальныя или мини- 
мальныя значен!я для (7, вли так!я значевщя координатъ, для которыхъ 
(и въ ихъ соефдств$) 0 = сои. 

'Итакъ: если дана силовая фувкщя 0, то, для опредфяешя положен!я 
‘равновфс1я системы, опредфляемъ ея координаты такъ, чтобы (7 было мак- 
симумъ или минимумъ. 

В. Б. Дезоне. — Курсь теоретаческой механики. 2 изд. а 
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_Вь положении равновъеёя системы силовая функшя И достилаеть. 
своей максимальной или минимальной величины, или И—с0тёЁ въ поло- 
женшяжъ системы сосъднихь съ ея положентемь равновьея. 


$ 239. Устойчивость равновфсйя системы. Теоремы Дирикле. Разсмот- 
римъ посафдовательно 3 случая. 

1) Пимпетъ максимальную велимипу, то есть 0 уменьшается при вся- 
комъ возможномъ перемфщени въ сосфднее положеше. 

Помстимъ систему въ одно изъ такихъ сосфднихъ положений и пре- 
доставимъ ей двигаться, выходя изъ покоя подъ вмянемъ данныхъ силъ. 
Согласно $ 234 онъ начнетъ двигаться такъ, что элементарная работа 40” 
будеть положительна. Но, когда 40 положителенъ, то 7 возрастаетъ. 
Поэтому система будетъ приближаться къ положению равновфоя, въ ко- 
торомь О тахйпит. Итакъ, въ этомъ случа, положене равновзоя 

2) 0 импет»ь минимальную величину, то есть 0 увеличивается при 
всякомъ возможномъ перемфщен!и въ сосфднее положене, 

Помфстимъ систему въ одно изъ такихъ сосфдвихъ положен!й и пре- 
доставимъ ей двигаться, выходя изъ покоя, подъ вмящемъ данныхъ силъ. 
Согласно $ 234 она начнетъ двигаться такъ, что 40 будетъ положительно. 
Но когда 40 положителенъ, то И возрастаеть, Поэтому система еще 
болфе будеть удаляться оть положешя равновъоя, въ которомь 0 т= 
прпит. Итакъ, въ этомъ случа, положен!е равноввя неустойчивое. 

3) (= с0п5ё для вофхъ перемфщевй системы изъ положешя равно- 
вфая въ сосфдв!я положеня. Въ этомъ случаф равновЪсе безразличное, 


$ 240. Высота центра тяжести, соотвфтствующая равновфено. Поло- 
жимъ, что на систему дфйствуеть только одна внышняя сила— тяжесть. 
Пусть 2, 2,... суть высоты точекъ системы надъ горизонтальною плос- 
коетью (2, у). 
т, т,,.. массы этихъ точекъ. 
= высота центра тяжести системы. 
Согласно (242) имфемъ: 
‘з;т == Хтё 
ай = — Хто 4: = — дутаЕ 
П—=— 29. Ут-+ С. 
ОлВдовательно 
О тахттиш при = ттепит, устойчивое равновЪе1е; 
О тийтит при = талётит, неустойчивое равновфсе; 
Итакъ: Если система находится подь вмяшемь только тяжести и 
тъхь реакций, которыя не входять въ уравнеше, выражающее начало 
возможныхь перемъщенй, то возможныя положенйя равновпезя соотвтьт- 
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ствують максимальной или минимальной высоттъ центра тяжести или 
зпакому ею положеню, по выход изь которазо езо высота не мюняется. 
Равновьче будеть устойчивое при минимальной высот центра тяжести 
м неустойчивое при максимальной ео высотъ. Максимумъ и Еее 
находится по правиламъ дифференщальнаго исчисления. 

ПримЪръ 1. Физичесь!@ маятникъ находится въ устойчивомь по- 
зожени равновфея, если его центръ тяжести лежить 70дъ осью, на про- 
ходящей чрезъ нее вертикали. 

Овъ находится ВЪ неустойчивомъ положенши равновфоя, если его 
центръ тяжести лежить над» осью, на проходящей чрезъ ось вертикали. 

Онъ находится въ безразличномь положени равновфс1я, если ось про- 
ходитъ чрезъ центръ тяжести. 

Примфръ 2. Однородная балка (физ. 82) упирается безь тренёя, 
$5 вертикальную стьъну и опирается, тоже безь тренал, о зоризонталь- 
ную крузлую балку С. Найти ея положеня равновься. Пусть; 

АВ = а 

Разстояне С отъ стЪвы = В. 

Уголъ наклонешя балки къ сти — 0. 

(<, У) горизовтальная плоскость, проходящая чрезъ С. 

= высота центра тяжести. 


Имфемъ: 8 
#=а. саб — 8 
х: 9 
СЕ ш8 ь 
а -=— 1: "0+ зо й 
Че. но 26909, Фиг. 82. 


Полагая Е —0 найдемъ, что въ положени равновфе!я 
зб — 8. 
а 


С . - 
Такъ какъ ая отрицательна, то въ положеши равновфея © дости- 
гаетъ тахипит’а и равновЪфс1е неустойчивое. 


$ 241. Неопредфленныя задачи. Тяжелое твердое тЪло находится въ 
раввоввсш, если опирается о горизовтальную плоскость эзиремя нележа- 
зщими на одной прямой точками, и можно вычислить давлеве, произво- 
‘димыя тВломъ въ каждой точкф опоры. Но если тло опирается на гори- 
зовтальную плоскость болфе чфмъ тремя точками, нележащими на одной 
‘прямой, то вычислен!е давлен въ точкахъ опоры является (если не вво- 
дить особыхъ предположен!й) задачею неопредфленною. Разсмотримъ этоть. 
вопроеъ нфеколько подробнфе. 

м 
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Пусть: 

А,, А... суть точки, которыми тяжелое тБло опирается на неподвиж- 

ную горизонтальную плоскость (2, У). 

 проекщя центра тяжести тфла на эту плоскость. 

7 вфсъ твла. 

В,, В,.. давленя въ точкахъ опоры. 

(2, У) координаты точки С. 

(х,, у1), (х„, у)... координаты точекъ А,, А... 

При дЪйстви параллельныхь силъ тяжести имфемъ: 

И =В +В, +... | 
УТз= Вх, - Вх, + Ва, +... |... 
у = Ву, + Ву, Ву, + -.. | 

Изъ этихъ уравненй! можно опредфлить давленя Е только въ томъ 
случаф, если имфется только три точки опоры, нележаця въ одной вер- 
тикальной плоскости. Если же имфется болфе трехъ точекъ опоры, то за- 
дача оказывается неопредфленною. 

$ 242. Введеше новыхъ условЙ, обращающихъ неопредфленную стати- 
ческую задачу въ опредфленную. На самомъ дЪлЪ тяжелое твердое тфло, 
опирающееся на нЪсколько точевъ опоры, производить въ каждой изъ нихъ 
виолнф опредфленвое давлене. Слфдовательно упомявутая неопредфлен- 
вость оказывается только кажущеюся, происходащею отъ того, что мы не 
приняли во внимаше вехъ существующихъ въ дЪйствительности условйй, 

Мы сейласъ увидимъ на примфрь, что принимая во вниман!е гибкость, 
матерала, законы которой изсяфдуются въ теори упругости, можно рЪ- 
_шать тавя задачи, которыя для абсолютно твердаго т$ла были бы не- 
опредфленными. 

Примфръ. Столъ, доска котораго несжимаема и имфеть видъ прямо- 
угольника и ножки, помфщающеяся въ углахъ этого прямоугольника, равны 
между с0б0ю и нъсколько сжимаемы пропорцюнально давленямъ-—стоитъ 
на горизонтальномъ полу. Предполагая, что полъ и доска стола абсолютно 
тверды, найти давленя въ точкахъ опоры при данной нагрузкЪ стола. 

Пусть: 

( точка приложешя силы тяжести. 
(2, У) координаты точки С. 

АВ ось х 

АД ось у 

АВ = а; АШ =6. 

Уравненя (562) примутъ видъ: 

т = В+, + В, -- В 


Е оеры ВА (563) 
Иу=(®, + В) ь 
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Но ожимаемость вожекъ дасть еще уравнеше. А именно: датональ 
АС стола, велфдстые абсолютвой твердости доски, остается прямою. 0л$- 
довательво понижеше центра стола равно средней ариеметической пони- 
жен! точекъ А и С. То же можно сказать относительно другой дагонали. 
Сафдовательно средвяя ариеметическая давлен!@ въ В и Ш равна сред- 
ней ариеметической давлен!й въ А и С. Получимъ поэтому еще уравнеше 


В РЕ, ЩЕ и: Па (564) 


Четыре уравнешя опредфляютъ четыре давленя. Изъ этихъ уравие- 
в, при А, — 0; получимъ уравнеше 


показывающее, что даваен!е существуетъ только въ точкахъ 4, В, р 
если С лежитъ на прямой, соедивяющей средины сторонъ АВ и АД. 

Соединяя послдовательно пунктирными прямыми средины сторонь 
прямоугольника, получимъ ромбъ. Если @ лежитъ внутри этого ромба, то 
столъ давитъ всфми 4-мя ножками. Если ( лежить внЪ этого ромба, то 
<толъ давитъ только тремя ножками. 


$ 243. Шарнирныя фермы. Система, состоящая изъ и точекъ, связан- 
выхъ между собою твердыми стержнями, называется фермою. Для прило- 
женя къ такой ферм начала возможныхь перемфщен!й мы должны пред- 
ставить вершины ея перемфщаемыми. При этомъ можеть представиться 
ифеколько случаевъ. 

1) Если ферма устроена так, что углы между стержнями могутъ 
быть измняемы на конечную величину безъ измфнен!я длины стержней, 
то такую деформащю фермы называютъ нормальною. 

2) Ферма можеть состоять изъ стержней, взятыхъ въ числ и порядк® 
достаточном для того, чтобы углы не могаи быть измфняемы на конеч- 
ую величину, а были бы измфняемы только безконечно мало безъ изм$- 
вевя длины стержней. Деформащя такой фермы называется ненормальною. 

3) Ферма, имфющая ровно только такое чисзо стержней, которое до- 
таточно для удержавя угловъ оть конечныхь измфнев!, называется 
вростою или свободно расширяемою, тавъ какъ конечное измфнеше длины 
== стержней не влечеть за собою ея поломки. 

4) Если число стержней фермы боле чфмъ достаточно для удержа- 
== ея угловъ отъ конечныхь измфнев!й, такъ что конечное измзнене 
ивы нфкоторыхъ стержней влечеть за собою поломку фермы, то она 
‘чвазывается нерасширяемою. 

_ Общ способъ изслфдованя равновфс1я фермы заключается въ слф- 
`Избираемъ нфсколько изъ ея стержней, удаляемъ ихъ мысленно 
замфняемъ дЪйстве ихъ силами. Вслфдствйе этого ферма дьлается мор- 
‘деформируемою. Прилагаемъ начало возможныхъ перемфщен!й, не 
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принимая ‘во внимане реак! остальвыхь стержней, такъ какъ он% по- 
парно уничтожаются. 

Примфръ. Ферма, состоящая изъ какою ‘уюдно числа стержней, 
находится подъ дъйствемь силь, приложенныхь къ ея вершинам. Найти 
‘усломе вя равновъея. Пусть: 

В реакщя стержня, считаемая положительною при его сжатш, 

т длина стержня, 

2, У, 2 проложешя силы, дЬйствующей на вершину (2, у, 2). 

Удалимъ мысленно всЪ стержни и замфнимъ ихъ соотвфтетвующими 
реакщями, приложенными къ вершинамъ. Начало возможныхь перем%- 
щен дастъ: 

У Ваг - $ (Хаг-+ Уау- 2а4:) =0..... (565) 


Если при деформащи получается ферма подобная данной фермЪ, то: 
4х __ 42 _ аи _ 4 


Подставляя въ (565), получимъ: 
УА + $ (Хх - Уу-+ 22) =0 
ГДВ № распространяется на всф вершины и стержни, 


$ 244. Реанщя стержня простой фермы, на который не дЪйствуютъ 
внфший силы. Положимъ, что В,, есть реакщя, противъ ожал!я, стержня 
А,А„, длина его 1,, и на него не дЪйствують внфиня силы (вфсомъ 
его можно пренебречь). Замфнимъ стержень 4,4, двумя силами, прило- 
женными къ вершинамъ, съ которыми совпапали его концы; каждая изъ 
этихъ сидъ равна Е,,. Сдфлаемъ неподвижною сторову 4,4„. Деформи- 
руемъ ферму, и пусть работа внзшнихъ силъ = 7. Такъ какъ осталь- 
ныя реакщи даютъ работу равную нулю, то начало возможных перем$- 
щен дастъ: 


Виа 0 „°\ > мраа и (566) 
отсюда: 
ат 
Жеаете слоотео нае 2667 
=. (661) 


Мы видимт, что не надо было даже мысленно удалять стержень А, А, 
достаточно было увеличить длину его ва 41,., для того, чтобы получить 
уравнене (566) опредфляющее реакцию В,,. 

Итакъ: для тою чтобы опредълить реакцию тако стержня про- 
стой фермы, на который не дъйствують внтиная силы, составляется 
‘уравнеме (566), соъласно началу возможныхь перемъщенй, причемь аЙ’ 
обозначаеть работу внъшнихъ силъ при удлинензи только этою стержня. 

Если въ систем нфеколько такихъ стержней, то реакщя каждаго изъ 
нихъ’ опредфляется по этому способу отдфаьно и для каждаго стержня 
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можеть получиться особая величина ЧИ/. Сущность этого способа заклю- 
чается въ томъ, что оказывается возможнымь разбить задачу на рядъ 
болфе простыхъ задачъ, разсматривая каждый разъ только ть перем%- 
щеня, которыя происходятъ отъ измфненя длины одною только стержня. 

ПримЪръ. Шесть стержней образуютъ правильный мноюуюльникь 
АВОРЕЕ (физ. 53), который подвзьшень за вершину А. Для тою чтобы 
он» не деформировался, вь нею включены еще весьма леийе стержни 
ВЕ и СЕ. Доказать, что реакции стержней 
ВЕ и СЕ относятся между собою какъ 5:1. 4 

Способъ, изложенный въ вастоящемъ пара- 
графЪ, можеть быть приложенъ къ этой задач, 7 
такъ какъ, согласно условю, вфсомъ стержней 
ВЕ и СЕ можно пренебречь. 

Найдемъ сначала реакщю Т стержня ВЕ. 
Разсмотримъ для этого перемфщев1я, происхо- 
дащя при весьма маломтъ удлинен!и стержня В. ,: 

Пусть 2а есть длина стороны даннаго шести- Фиг. 83. 
угольника, 0 уголъ составляемый стороною АВ 

(или стороною АР) съ вертикалью. Каждая изъ верминъ В и Р отстоить 
отъ вертикали въ направленш стержня ВР на 2азт0. 

Слздовательно работа реакщи Т’будеть 


Та (аа. . вт), 


Работа вфсовъ верхнихъ звеньевь АЁи АВ, если вЪсъ каждой сто- 
ровы шестиугольника обозначим чрезъ Р, будетъ: 


2Ра (а соз 0). 
Работа вфсовъ остальныхъ четырехъ сторонъ будеть: 
АРА (24 соз 0). 
Са%довательно начало возможныхъ перемфщен!Й дастъ: 
Т.а(4а. зт0) +2Р.4(а. с0з6) +4Р. 4 (2а . с0з6) = 0 
или 


‘Отсюда: 


4а Г с0з0 —2а Рэт0— 38а Р;т0=0. 


О (568) 


Найдемъ теперь реакшю стержвя ОЕ. При измфнен!и его длины вфсъ 
верхнихь четырехъ стержней не производить работы; но центры тяжести 
двухъ нижнихъ стержней перемфщаются и работа тяжести равна 


2Ра (а . оз 6). 
Поэтому для СЕ начало возможныхъ перемщен!й даетъ: 
Та (4. т 6) + 2Ра (а . 6050) = 0 
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‘откуда 
о (569) 
Сравнивая (568) съ (569) получимъ: 
Т=51'. 


$ 245. Реакщя такого стержня простой фермы, на который дЪйствуютъ 
вишня силы. Пусть А,А, есть такой стержень простой плоской фермы, 
на который дЪйствуютъь вифшея силы: 

В,, проложеше реакщи въ А, на направлене А,А,, 

5,» проложеше реакщи въ А, ня перпендикулярь къ 4,4», 

В,, проложеше реакщи въ А, на направлеше А, А,, 

5,, проложеше реакщи въ А, на перпендикуаяръ къ 4,4,. 

Удалимъ мысленно стержень А.А, и замфнимъ его этими реакщями. 
Пусть 41, есть удлинен!е стержня А,А, при веизмфнности его напра- 
вленя и при веподвижности вершины 4,. При этихъ условяхъ работа 
реакщй Ё,„, 5, и 5,, равна нулю. Получимъ: 


ЗИ доле були (570) 
для нахожден!я Н,,. 

Для нахождешя 5, дадимъ другое перемфщене фермф. По удален 
внфшнихь силъ дЪйствующихь ва 4,4, остальныя выфшийя силы уже 
не въ равновфс!и; ихъ возможная работа можеть и не равняться нулю. 
Сдфлаемъ А, неподвижною, 1, неизмняемымъ и повернемъ ферму около 
оси перпендикулярной къ плоскости проходящей чрезъ А, ий, , ва уголъ 40. 
Получимъ: 

5,995 Ч’ —=0, 2: пла (571) 


тдВ И’ имфеть не то значене, какъ въ (570). 

Изъ (571) опредфлимъ 8, ‚- 

Итакъ: реакции В, и 5,, моуть быть найдены, если длину стержня 
А, А, можно измънить, не сжимая фермы. 

Если ферма не плоская, то вмфето 5,, изслВдуютъ два ея проложен!я: 
производимъ послфдовательно три перемфщеня (какя признаемъ боле 
удобными изъ числа возможныхъ) и позучаемъ три уравненя для опре- 
дыешя В,, и двухъ проложен реакщи 5, ,.- 

ПримЪръ: шесть равныхь тяжелыль стержней образуют» правиль- 
ный тетраэдуъ, подвъшеннйы ниткою за средину Т, стороны АВ. Найти 
реакши при ею вершинахь (фиг. 84). 

Вельдстве симметр!и тетраэдра его верхнее ребро АВ и нижнее СД 
будуть горизонтальны; прямая Г.М, соединяющая средины сторонъ АВи 
СТ, будетъ вертикальна. Пусть: 

И = в, 

Ри’ сжимающи давленя въ ребрахь АВ и СП, 

ш вфсъ каждаго стержня. 
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Не измфняя направлешя АВ и положеня его средины Г,, увеличимъ 
его длину на 4. Въ этомъ перемфщеви поперечныя реакщи 5 не про- 
изводятъ работы, центръ тяжести стержня СЛ) подвимется на 42, центры 
тяжести четырехъ боковыхъ стержней поднимутся 
наз 4г. Начало возможныхъ перемфщен!Й дасть: 4 


Е 
В 
Раг-нш ани. 1—0. . (513) $ 


Не измЪняя направлев!я стержня СЛ и поло- 
жен!я его средины М, увеличимъ его длину на 4. 
Все остальное понизится, вслфдстве чего и нитка, 
за которую тетраэдръ подвфшенъ, удлинится. Пусть Фиг. 84. 
Т ватяжеше натки. Получимъ: 


Раш. ищи. ето. 0. (573) 


Натяжене 7’ нити равно вфсу всего тетраэдра, такъ что 
Т = 6. 
Поэтому (572) и (513) даютъ: Р=Р. Изъ (572) имфемъ: 


а’ 
Ра; =— Зи. 


Даля опредъешя Р нужно еще опредфлить . 
Изъ прямоугольныхъ треугольниковь ВГС и ТОМ пмфемъ: 
В — В1л = ОТАР = СМ 2 
ВС: — Ш = ОМ”. ....... (574) 


‘или 


При получен!и уравнев!я (572) стержни ВО и СМ не измфнялись, 
поэтому дифферевцируя (574), получимъ: 


—Вр.а(В ==. .......:. (575) 


ВТ, въ первомъ перемфщен!и измфнилось на т 47. Поэтому (575) приви- 
| маетъ видъ: 


ве 
2 


Но (574) дастъ: 


откуда: 


3 
или 
. г =2У2. 
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Подставляя въ 576, получимъ: 


Уз 1 вы 
РИ 24: 
или 
@ =2 Уз. 


Подставивъ въ (572) найдемъ 


Этому же, какъ мы видфли, равно Р". 

Опредфлимъ реакщи другихъ (боковыхъ) стержней. Разсматривая ста- 
тическе моменты какого-нибудь изъ этихъ стержней относительно верти- 
кали, проходящей чрезъ одинъ изъ его концовъ, можно было бы доказать, 
что реакщя, приложенная къ другому его концу, лежитъ въ вертикальной 
плоскости, проходящей чрезъ этотъ стержень. Эту реакцию можно, слфдо- 
вательно, разложить на реакцию 2 по вертикали и реакцию © по стержню 
для точекь А и В. Точно также получимъ реакщшю 2’ по вертикали и 
©’ по наклонному стержню для точекъ Си Г). Реакщи © и @' считаем 
положительными, когда онф сжимаютъ стержень. Реакщи и 2' считаемъ 
положительными, когда онф направлены вверхъ. Удлиннимъ каждый изъ. 
наклонныхъ стержней на 4 оставляя стержень АВ неподвижнымъ. Дая 
равновЪс1я стержня СШ получимъ: 


40' ар + 42’ 42 +- иг =0 


ВС измнилось на @р когда ВГ, и СМ остались безъ измёнешя. 
Поэтому изъ (574) получимъ: 


ВС. 4 (ВС) = га 
откуда 


а2=У 
ЗИ 47 --ш= 0. емьаа (578) 
РавновЪе силъ при С дастъ: 
— р 20 60°...... ... 619) 
Но, согласно (577) и Р=Р, имфемъ Р'= 4 «У 2. Слфдовательно 
согласно (579): 


Поэтому, согласно (578): 


Оставимъ неподважнымъ звено СЛ и удлиннамъ каждое боковое звено 
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на 4р. Получим: 
— 4.242 + 40а — ш .4г + Та: =0 
—Р=ЗО. 0605 60° = © 


$ 246. Ненормальная деформащя. Представимъ себЪ теперь, что углы 
могуть быть нфеколько измфняемы безъ измфнешя длины стержней. 
Если бы приложили къ этому случаю ненормальной деформацёи спо- 
собъ, объясненный въ предыдущихь параграфахъ, то получилось бы урав- 
неше 
Ван, Ра О". р, аа (580) 


подобное уравневю (570). Но, при 41,, =0, или @\№ должно быть рав- 
нымъ нулю для удовлетворешя (580), тогда изъ (580) нельзя опредф- 
лить Ё,.. Или В,. должно быть безконечностью, чего мы не предполагаемъ. 

Поэтому, въ случа такой ненормальной деформации, мы должны удлин- 
нить или мысленно отнять не одинъ, а, по крайней мЪрЪ, два стержня, 
и получимъ: 

В, 4, + В, а =0....:.: (581) 

Но это уравнеше не опредфляеть реакщй Ё,, и В,,: изъ него можно 
опредФлить одну реакцию только тогда, когда дана другая реакшя. Реакщи 
оказываются веопредфленными. 

Въ этомъ случаЪ лучше предварительнс разсматривать реакщи от- 
дЬльно отъ внфшнихъ силъ и поступать слфдующимъ образомъ. Положимъ, 
что дв совершенно одинаковыя совокупности внфшнихъ силъ могуть 
произвести, дЪйствуя каждая отдфльно, два различныя распредълешя внут- 
реннихъ реак. Заставивъ всф внфшея силы одной совокупности дй- 
ствовать въ обратныя стороны и одновременно допустивъ дфйствовать, 
другую совокупность ввфшянхъ силъ въ прежнихъ направлевяхъ, полу- 
чимъ ферму въ состояши внутренняго напраженя (зе{-згаштей з4а{е) безъ 
внфшнихъ силъ. Если окажется возможнымъ опрелфлить реакщи фермы 
въ этомъ ея состояни, то присовокупляя къ нимъ заданную совокуп- 
ность силъ, рьшимъ задачу окончательно. 

Этотъ способъ лучше всего выясняется на доказательствв теоремы 
слфдующаго параграфа. 

$ 247. Теорема Леви. Теорема: Дана плоская ферма, импющая 
четное число т вершинь, п стержней, соединлющихь посльдовательно эти 
верщины и : п нитей, служащиль Чалоналями, соединяющими противу- 
‘положныл вершины. Такая ферма можеть находиться въ равновтьсфи въ со- 
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<тояши внутреннто напряжешя, если з п точекъ переспчешя противу- 
положныхь сторонъ лежить на одной прямой (фиг. 85). 

Нити находятся въ состояви натяженя. Положимъ, что стержни на- 
ходятся въ состоянш сжатя. Докажемъ теорему для шестиугольника, но 
доказательство можно распространить на всяк маогоугольникь съ чет- 
нымъ числомъ сторояъ. 

Если реакщи В,,... находятея въ равно- 
вЪеш, то, разсматривая точку А,, видимъ, что 
В,, и В,, уравновъшиваются реакщею В, и 
потому эквивалентны реакшямъ В, и П,., при- 
ложеннымь въ А, и уравновъшивающимся тою 
же В,,. Итакъ, И, и И» уравновфшиваются 
реакщями И, и К,., или, что тоже самое, В,, 
и А,, ураввовъшиваются реакщями В; и И... 

Фиг, 86. Точно такъ же могли бы доказать, что Й,, и 

Е., уравновфшиваются реакщями В, и К. 

Итакъ имфемъ оквивалентныя совокупности попарно взятыхь реакций: 
Е,, и В.,, равнодЪйствующая которыхъ приложена, положимъ, въ Г. 
В и В... » > › › › М, 
Пива, В › > ‚ » М. 

По доказанному эти равнодЪйствующия попарно эквивалентны *). Но 
это можеть быть только въ томъ случаф, если Г, М, № лежать на одной 
прямой; по построению же: 1., М, № суть точки пересфчен!я противупо- 
ложныхъ сторонъ шестиугольвика. Итакъ эти точки пересфчен!я должны, 
для равновфея, лежать на одной прямой. 

ОЯРАСААВ, АЛЛУ. Позоаеаь, "бо "Аоки "врет 9, и, № 
противупозожныхъ сторонъ многоугольника лежать на одной прямой. При- 
ложимъ къ Ги М по произвольной сид Е въ противоположномъ ва- 
правлен!и одна къ другой. 

Пусть проложеня этихъ силъ К на стороны, пересфкаюпцяся въ Хи 
М, будуть (П,., В.) и(Ё,., В..). Эти силы будутъ находиться въ равно- 
вфеи, Слфдовательно В,, и В, дЬйствующия въ 4, находятся въ равно- 
вЪош съ А,, и В,, дЪйствующими въ А,. Поэтому равнодфйствующая 
двухь силъ, приложенныхь въ А, должна быть направлена по А, А», 
равнодЪИствующая двухъ силъ, приложенныхь въ А., должна быть на- 
правлена по А,4,, и эти равнодфйствуюцуя должны быть взаимно равны. 
Точно также поступаемъ съ другими дагоналями и доказываемъ этимъ 
самымъ равновЪе!е всфхъ реакшй. 


*) Само собою разумфется, что если равнодфйствующая въ Г, для уравно- 
выпиван:я равнодЪИствующей въ М, дЪйствуеть въ одну сторону, то, дая 
равнонЪЫя съ равнодЪНствующею въ №, она должна дЪйствовать въ противу- 
положную сторону, если 1 лежить между Ми М. 
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Изъ этого построевшя (именно изъ разложешя силы Р) можно найти 
и отношене каждой реакщи къ произвольной сид Е. 

Слфдетнемъ теоремы Леви является слфдующее. 

Теорема Крофтона. Шестизлольная плоская ферма, стороны ко- 
зпорой суть стержни, а -балюнали соединяющия противуположныя вер- 
шины суть чити, находится въ равновтсви подь выяшемь внутреннихь 
напряженй если около шестлилольника можно описать коническое стче- 
ше. По теоремЪ Леви такая ферма находится въ равновзс и подъ вля- 
вемъ внутреннихъ напряжен, если точки №, М, № пересфченя лежать 
ва одной прямой. Но, по знаменитой теорем Паскаля, эти точки лежать 
на одной прямой только въ томъ случа$, если около многоугольника можно 
описать коническое сфчеше. Такимъ образомъ теорема Крофтона доказана. 

$ 248. Полоди. Мы видфли въ $ 226-мъ, что всякое перемфщеше 
плоской фигуры изъ одного положеня въ другое можеть быть произве- 
дено вращешемъ около центра перемфщев!я, согласно теорем Шаля. 

Положимъ. что фигура движется по плоскости. Въ течев!и безконечно- 
малаго времени 4 она перемфщается изъ одного положенмя въ другое 
безконечно-близкое положене, врашаясь, соглас- 
но теорем Шаля, около вЪфкотораго центра 
перемфщеня на безконечно малый уголъ 40. 
Вь слфдующИЙ безконечно-малый промежутокъ 
времени фигура переходя изъ 2-го положешя въ 
3-е вращается уже около другого центра пере- 
мЪщев!я, который будеть занимать уже другое Фиг. 88, 
положене ва плоскости и другое положение по 
отношеню къ фигурв. Каждый такой центръ перемфщен!я служить цен- 
тромъ только на одно мгновенше и потому называется мановеннымь цен- 
‘тромъ... Мы видимъ, что, при непрерывномъ движенши фигуры по пдос- 
кости, мгновенный центръ перемфщается по плоскости; при этомъ онъ 
описываеть кривую, называемую неподвижною полодею. Онъ перем}- 
щается также и по отношевю къ фигур и описываеть въ подвижной 
плоскости, неизмфняемо соединенной съ фигурою, кривую называемую 
подвижною полодею. 

Отмфтимъ на неподвижной пододи (фиг. 86) рядъ послфдовательныхь 
безконечно-малыхъ дугь РР’, РР”. На подвижной полоди отмзтимъ рядъ 
дугь РО’, ©'0"... раввымъ дугамъ взятымъ на неподвижной полодйи. 
Когда окончится вращене около Р, то центры Ри @' придутъ въ сов- 
падеше и вращеве будетъ происходить около Р’; затВмъ ©" придетъ въ 
совпадене съ Р” и вращеше будетъ происходить около Р", и такъ далЪе. 
Въ каждомъ послфдовательномъ мгновенномъ цевтрф полоди касаются 
одна другой, и подвижная полодя катится по неподвижной. 

Итавъ: всякое движенше филуры въ плоскости т] 5 такз, как» 
будто полобёя, соединенная неизмтняемо съ филиурою, катилась по чепод- 
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вижной полодфи. При этомь, вь каждый данный моментъ общая точка 
касанмя полодй служить меновеннымь центромъ вращеня на безконечно- 
малый уюль. 

Во время такого вращешя всякая точка ж подвижной фигуры опи- 
<ывзетъ безконечно-малую дугу окружности, ражусъ которой есть Рт, 
Слфдовательно: нормаль къ траектори каждой точки т физуры прото- 
дить чрезь мамовенный чентрь Р. 


$ 249. Окружность устойчивости. Совершивъ повороть ва уголь 49 
около Р, фигура начнеть вращаться около Р’; точка т придеть въ поло- 
жене т' (фиг. 87); тР и т'Р’ будуть послфдовательныя нормали траек- 
тори точки т. Если точка т занимаетъ такое положеше въ фигурЪ, что 
уголь Ри’Р'’—= 40, то послЪдовательныя нормали тР и т’Р’ взаимно 
параллельны и радусъ кривизны траевтори АВ въ точкф т равенъ без- 

конечности. Слфдова- 


р тельно, въ этомъ слу- 

4 р ча} точка т есть точка 
перегиба своей траек- 

РР тори АВ. Поэтому, 
если мы опишемъ ок- 

ружность, проходящую 

7 чрезь Ри Р' и вм%- 


Фиг. 97. Фиг. 88. щающую УТОтЬ 2, 29 
всякая точка ея нахо- 
дится въ томъ мфстВ своей траектори, для котораго радусъ кривизны 
равенъ безконечности. Эта окружность называется окружностью устой- 
чивости *). 
Изъ сказанваго видно, что охружность устойчивости есть зеометри- 
ческое мьсто точекь, проходящить чрезь точки перетиба своихъ траекторй. 
Если дуга РР’ — 4$, то построеше окружности устойчивости можно 
произвести сафдующимъ образомъ. Проводимъ чрезъ мгновенный центръ Р 
(фиг. 88) нормаль къ неподвижной полоди и откладываемъ на ней 
Р8 =“. Окружность, построенная на РЗ какъ на даметрь, и будеть 
окружвостью устойчивости. ДЪйствительно, обозначивъ радусъ этой окруж- 
ности чрезъ г и замфтивъ, что центральный уголъ равенъ удвоенному 
вписанному углу, имфемъ: 
г 240 = 43. 


Но даметрь Р5 = 2». Слёдовательно РЯ -2 


= 
$ 250. Радйусъ кривизны траекторм, описываемой точкою подвижной 
фигуры. Пусть на фиг. 89 точки Р, Р', т, т', 5 имфють то же самое зна- 


+) Въ кинематикЪ она называется окружностью поворотовъ. 
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чеше какъ и въ предылущемъ параграфЪ, точка 9 есть точка, пересфче- 
я прамой Ри съ начерченною окружностью устойчивости, 

Радусъ кривизны траекторша, описываемой точкою р, лежащею на 
продолжени прямой Ат не будетъь равенъ безконечности, потому-что 
точка р не лежитъ на окружности устойчивости. Найдемъ величину р 
этого радуса кривизны. 

При повороть движущейся фигуры около мгновеннаго центра А на 
уголь 40 точка р придеть въ р’, точка т въ т’; согласно сказанному 
ВЪ $ 249-омъ и’Р’ параллельна тР. Точки Р, з"', р’ лежать на одной 
прямой; Р»п'—есть вто- 

Тая нормаль траектори Г) 
точки т; р'Р'’—есть вто- 

рая нормаль траектори Г [р’ 
точки р, такъ что пе- 

ресфчене О сосфдвихъ ® т9 р. о 
нормалей Ор и Ор’ есть Фиг. 89. 

центръ кривизны траек- 

тори точки р. Поэтому Ор есть искомый рад1усъ кривизны р. 

Благодаря параллельности Р'’т’и Рт получаемъ подобные треуголь- 
ники, изъ которыхъ видимъ, что: 


НИЯ 
РР РР ро 
Отсюда 
КОРОВ... 1)... . (582) 


Въ предьлЬ; точки 27, 7’, 4 сольются, точно также сольются точки р 
ир, и (582) обратится въ 
РА. РО = рР 
пли 
ОЕ МИА. в = ела, а, ВВ (583) 


Итакъ: для того чтобы найти радусъ кривизны траектор!и, описы- 
заемой точкою р нензмфняемо соединенною съ движущеюся фигурою, на- 
ходимъ точку 9 пересфченя окружности устойчивости съ вормалью рР и 
опредфляемъ р изъ формулы (583). 

Мы считаемъ положительнымъ направлене отъ р къ Р. Сл®довательно 
ф положительно или отрицательно, смотря по тому, положительно ли или 
‘отрицательно рР. Поэтому: траекторёя точки р обращена кь Р вознутою 
или выпуклою стороною, смотря по тому, лежить-ли р внъ или внутри 
окружности устойчивости. 

$ 251. Геометрический признанъ устойчивости или неустойчивости равно- 


вся. Въ положени равновфс!я касательная къ траектори центра тя- 
жести горизонтальна, такъ какъ, согласно $ 238 высота центра тяжести 
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въ положени равновфея максимальная или минимальная. СлЪдовательно. 
нормаль рР къ траектори центра тяжести р вертикальна. 

Согласно $ 238 равновфсйе устойчиво или неустойчиво, смотря по 
тому, находится ли центръ тяжести на наименьшей или на наибольшей 
высотф. 

Слфдовательно: равновьсе устойчиво или неустойчиво, смотря по 
тому, обращена ли траекторёя центра тяжести вомутостью вверх 
чли4 вниз. 

Но, куда обращена вогнутостью траектор!я центра тяжести, можно 
узнать, согласно предыдущему параграфу, по тому, что: траекторля 
центра тяжести обращена вознутостью къ мановенному центру, если 
центр» тяжести лежить внъ окружности устойчивости; если же центръ 
‘тяжести лежить внутри окружности устойчивости, то траектортя ею. 
обращена выпуклостью къ мтовенному центру. 


$ 252. Нахожденше игновеннаго центра и окружности устойчивости по’ 
даннымъ траектор!ямъ двухъ точекь подвижной фигуры и по положенянъ 
этихъ точенъ на ихъ траектор!яхъ. 

Пусть даны траектори точекъ А и В подвижной фигуры и поло- 
жешя ихъ на этихъ траекторяхъ. Согласно $ 248 мгновенный центрь Р 
лежит на нормаляхъ къ траекторямъ возставленныхь къ нимъ въ А 
и В. Слфдовательно: мановенный нентръ Р находится на пересъчени 

‘нормалей. 


— р Согласно съ (583) окружность устойчи- 
Я вости опредфаяется слфдующимъ образомъ. 
( к Если траэктор!и даны, то, сафдовательно, даны 


и ихъ радусы кривизны р; и р, въ точкахъ. 


Аи В. Откладываемь на нормаляхь 
АР? ВР? 

40=2—; в0,=2——. 
Ри р 


Фиг, 90. Окружность, проходящая чрезь точки ©, ©, 
Р и будеть окружностью устойчивости, 
Примфръ 1-ый. Прямой стержень АВ движется такъ, что концы 
ею Ан В х0дять по взаимно-перпендикулярнымь прямымь. Найти мано- 
венный центръ и окружность устойчивости (фиг. 90). 
Возставляя ко взаимно периендикулярнымъ прямымъ перпендикуляры 
изъ Ли В, находимъ въ пересёчеши ихъ мгяовенный центръ Р. 
Радусы кривизны р, и р, данныхъ прямыхъ равны безконечности, 
Слфдовательно точки, названныя въ настоящемъ параграфв @ и ©,, ©0- 
впадаютъ съ Ди В. Окружность, проходящая чрезъ А, В, Р ибудеть 
окружностью устойчивости. к 
Въ прямоугольник$ ОАРВ дагонали равны и половины ихъ равны, 
уголь при Р прямой; слдовательно окружность устойчивости проходить 
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также и чрезъ точку О пересьченя данныхъ взанмноперцендикулярныхь 
прямыхъ. 

Примбръ 2-ой. Найти полодфи въ движенви стержня, данномь въ 
предыдущемь примъръ. Неподвижная полод1я есть геометрическое мото 
мгновенвыхъ центровъ Р по отношев!ю къ неподвижной плоскости. Всдфд- 
стве равенства длагоналей Р отстоить оть О всегда въ одинаковомъ 
разстоян!и равномъ длинф АВ стержня. Слфдовательно, неподвижная по- 
лодя есть окружность, описанная изъ О радусомь ОР = АВ. 

Подвижная позомя есть геометрическое мЪето мгновенныхъ центровъ 
-Р по отношепию къ подвижной фигурь (въ данномъ случаъ—по отноше- 
вю къ стержню АВ). Уголь АРВ прямой. Но геометрическое м$ето 
вершинъ прямыхъ угловъ, опирающихся на данную гипотезу АВ, есть 
окружность, описанная на АВ какъ на даметрь. Очевидно, въ данномъ 
случаф, подвижная полодя тождественна съ окружностью устойчивости, 

Итакъ: данное движене стержня, опирающилося концами на дат 
взаимно-перпендикудярныя прямыя, приводится къ катанью круа, то- 
строеннало на стержнъ какь на Фаметрь, внутри вдвое большей окруж- 
ности. Эти круги называются кругами Кардана *). 

Примфръ 3-11. Разсмотрьть условя устойчивости равновьсёя 19- 
‘ризонтальнаю крулаю цилиндра, способнаю кататься внутри друпою 
крумало цилиндра вдвое большало даметра. РавновЪ се и движене та- 
кого цилиндра вподнф опредфляется равновЪаемъ и движенемъ фигуры, 
получаемой въ его пересфчеши съ вертикальною плоскостью перпендику- 
лярною къ его оси. Въ пересфченш съ такою плоскостью система дан- 
ныхъ цилиндровъ предотавляеть собою какъ разъ круги Кардана, упо- 
мянутые въ предыдущемь примфрф, и малый кругъ есть кругь устойчи- 
вости. 

Нижнее положев!е цилиндра будеть положешемъ устойчиваго равно- 
вфоя. ДЪйствительно, въ этомъ положеши центръ тяжести С лежитъь по 
вертикали надъ мгновеннымъ центромъ Р. Центръ тяжести (7 лежитъ 
внутри окружности устойчивости. Слфдовательно, траектор!я его обращена 
выпуклостью къ Р, а вогяутостью вверх: равновёое устойчиво. Этотъ 
примфръ поучителенъ, потому что сфчешя самыхъ тБлъ представляють 
собою круги Кардана, столь часто встрёчающцеся въ практической меха- 
ник. Но рёшен!е вопроса очевидно само по себф и безъ помощи теор, 
'Перейдемъ къ примфру, въ которомъ результатъ не очевиденъ. 

Примфръ 4-ый. Однородный стержень АВ длины 21 занимаеть 
зоризонтальног положене, опираясь своими концами (физ. 91) безь тренёя 
на зладкую внутреннюю поверхность ‘сосуда, имъющало форму товерх- 
ности вращеня около вертикальной оси. Изсльдовать равновтьсе стержня. 


*) Примфры 1-й 3-Й настоящаго параграфа имють капитальное значеше 
въ практической механикЪ, равно какъ теорема Шаля и теорйя полодйй. 
Н. Б. Доне. — Бурсь теоретической механика. > вах. 15 
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Мгновенный центръ Р, лежапий на пересъчен!и нормалей, находится, 
благодаря симметрии сосуда, на вертикальной оси. Построимъ, по правилу 
$ 252, точки Г и М, откладывая по нормалямъ: АГ = ВМ = РЕ 
Окружность, проходящая чрезъ Г, М, Ри будетъ окружностью устойчи- 
вости, Построимъ еще окружность на СР какъ на даметрв (@ центръ 
тяжести АВ). Обозначимъ точки пересвченйя ея 
съ Ари МВ чрезъ Ни Н'. Касательная есть 
средвяя пропорцщюнальная между всею сЪку- 
щею и ея внфшвимъ отр5зкомъ. Сл$довательно: 
АН . АР= Аб?. Центръ тяжести (С лежитъ 
подъ Р, поэтому равновёе неустойчиво, если 
С лежить внутри окружности устойчивости, то 
есть если АГ, < АИ. Но 


Слфдовательно равновф@е устойчиво или неустойчиво, смотря по тому, 
будетъ ли 
„АР?з больше или меньше 1р. 


253. РавновЪс!е камня на намнЪ. Тяжелое тфло находится на непо- 
движаой поверхности; коэффищентъ трешя очень великъ и тьло симме- 
трично относительно вертикальной плоскости, проходящей чрезъ точку ка- 
сашя Р съ неподвижною поверхностью. Изслфдуемъ равновфо!е такого тфла. 

Точка А есть мгновенный центръ. Пусть СРС’ есть общая нормаль 
къ неподвижной поверхности и къ поверхности тфла; Си С" центры 
кривизны (фиг. 92). Обозначивъ чрезъ 40 уголъ, 
на которой тьло повертывается около Р до тёхъ 
поръ, пока не придуть въ совпадене так я точки 
рир,, для которыхь 

Рр = Рр' = 4. 
ЗамЪчаемъ, что: 
99 = Д Рбр - д. РС 


бы, НН (584) 


Для построеня окружности еточивости откладываемъ по общей нор- 
мали (см. $ 249) длину Рз =. Окружность, построенная на Рз какъ 


на маметрь и будеть окружвостью устойчивости. Обозначимъ этоть да- 
метръ чрезъ 8, такъ что 


Тогда (584) приметь видъ: 
ы р 1 
в 7 ЕЕ... ЕЙ (585) 


Обозначимь чрезь № точку пересфчен!я окружности устойчивости съ 
прямою РС, соединяющею центръ тяжести (' съ мгаовеннымт, центромъ Р. 
Если С лежитъ ввф окружности устойчивости, то траекторя его обра- 
щена (см. $ 251) вогнутостью къ мгновенному центру Р. Поэтому равно- 
въсе будетъ устойчиво или неустойчиво, смотря по тому, лежить ли © 
чиоюе или выше №. 

Обозначииъ чрезъ а уголь наклонешя общей нормали СС’ къ вер- 
тикали. 


ПЕРРИ ТТТ 


рр’. воз а. 
РР 


РМ=&. с0ва= 


Сафдовательно при г 

_— 2’ 08а 

СР 
центръ тяжести @ лежитъ на самой окружности устойчивости и равно- 
вЪе!е будеть безразличнымъ. 

Прим$ръ. Тяжелая полусфера лежит» с» большимь трешемь на 
наклонной плоскости. Изсльдовать ея равновъсе (физ. 93). 

Центръ тяжести полусферы помфщается на перпендикулярь возстав- 
ленномъ къ его плоскому основан!ю изъ ея центра. Слфдовательно уголъ ф 
накаоненя плоскости этого основав!я къ горизонту 
равенъ углу смежному съ Р@С, такъ какъ въ по- 
ложени равновфс1я С’ лежитъ на вертикали, про- 
ходящей чрезъ Р. Обозначимъ чрезъ В угодъ на- 
клонен!я наклонной плоскости къ горизонту. Про- 
ведемь чрезъ центрь С полусферы вертикаль 
Сп и изъ @ иР горизонтали Ст я Рип. Имфемъ: 

тб =тР= СР.зтв< С@ 
потому что т’ есть катетъ треугольника, въ которомъ СС: гипотенуза. Но 
©с6в= & *). Слфдовательно: 


Фиг. 93. 


вы < РЗ чооти-ААВЬ . : (586) 


есть услоше равновЪоя. 

Если это услове удовлетворено, то равновфее будеть устойчивымъ. 
ительно, радусъ кривизны р’ наклонной плоскости равенъ со, слф- 
но, согласно (585) 


> 
| 
> 


—  *) Положеве центра тяжести полушар можно опредфлить НЕ. 
- въ $$ 119 в 122. 
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‘поэтому окружность описанная на СР какъ на даметрь, есть окружность 
устойчивости; уголъ ф острый, поэтому уголь С@Р тупой; слВдовательно @ 
лежитъ внутри окружности устойчивости, траектор!я его обращена вы- 
пуклостью къ мгновенному центру Р. Слфдовательно эта траектор!я центра, 
тяжести С обращена вогнутостью вверхъ, и потому равновфее устойчиво, 
_— Изъ треугольника СР@ слфдуеть 


Сб _зтВ _ Св _3 
ОР вор >в 
откуда 
зтр = 8: тв 
3 
ГЛАВА УИ. 


ОбиИЙ случай движен!я неизм$няемой системы. 


$ 254. Ось перемфщеня абсолютно твердаго т$ла, имфющаго только 
одну неподвижную точку. Приступая къ изслфдованию какого бы то ни 
было движев!я абсолютно твердаго тфла, докажемъ прежде всего, для тфла,, 
имфющаго только одну неподвижную точку, теорему ‘аналогичную теорем® 
Шаля, изложенной въ $ 296-омъ. 

Опишемъ около неподвижной точки О тыла 
сферу, соединимъ ее неизмфняемо съ тёломъ и 
пусть Р есть точка пересъчен!я этой сферы съ 
радрусомъ, проведеннымъ изъ О черезъ данную 
точку © тБла. Движене всякой точки © тала 
можеть быть представлено движешемъ такого 
изображен!я Р полученнаго на сферв. 

Перемфщеше всякой совокупности точекъ, 
тЪла, при движени тфла изъ одного положешя 
въ другое, вполн® опредфляется перемфщенемъь 
совокупности изображенй Р этихъ точекъ по. 
сферв. Перемфщен!е всякой фигуры по сфер вполнЪ опредфляется пере- 
мфщешемъ какой-нубудь дуги АВ большого круга, неизмЪняемо соединен- 
ной съ фигурою. ДЪйствительно, если дано 1-ое положене дуги Л.В, вто- 
рое ея положенше А’В’ и 1-ое положеше Р’ какой-нибудь точки фигуры, 
то 2-ое положеше Р’ точки Р находится простымъ построешемъ на А'В’ 
сферическаго треугольника А'В’Р’ равнаго и совыфщаемаго съ треуголь- 
никомъ АВР. 

Докажемъ теперь (фиг. 94), что вседа можно перемьстить душу АВ вы 
любое друзое данное положенще А'В' на сфер вращенемь. около чъкото- 
рой оси, проходящей чрезь центрь О сферы. Проводимъ чрезъ средины? 
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Ри Едугь АА’ и ВВ'.дуги большихъ круговъ перпендикулярныхь къ 
АВ и А'В'. Пусть С есть ихъ точка пересъчевя. Не трудно вирЪть, 
что СА=СА'; СВ = С'В. Но по положевю АВ— А'В'. Садовательно 
сферичесые треугольники АСВ и А’'СВ’ равны. Поэтому можно пере- 
мфетить ‘греугольникъ АСВ въ положеше А'СВ’, и достигнуть этимъ 
требуемаго перемфщеня АВ въ А'В' вращенемь АВС около точки С; 
Это вращеше можно произвести вращешемъ сферы и тьла около оси ОС. 
Отсюда слфдуетъ 

Теорема Эйлера: перемьщене тьла, имтьющитю только одну не- 
подвижную точку, изъ одною данназо положеня въ друюе данное поло- 
жене всефа можеть быть произведено вращенемь около оси, проходящей 
чрезь ею неподвижную точку. 

Если радусъ сферы сдфлать безконечно большимъ, то получимъ плоскость, 
дуги большихъ круговъ обратятся въ прямыя, и получимъ теорему ПТаля. 

Ось ОС, около которой надо вращать тфло для перемфщеня его изъ 
одного даннаго положеня въ другое, называется осью перемьщеная. 


$ 255. Ансоиды. Въ $ 248, пользуясь теоремою Шаля, мы показали, 
что всякое непрерывное движеше плоской фигуры происходить такъ, какъ 
будто неизмфняемо соединенная съ фигурою полодя каталась по’ непо. 
движной полодш. 

Пользуясь теоремою Эйлера, приходимъ къ заключению, что сфериче- 
ская фигура движется такъ, какъ будто неизмфняемо соединенная съ нею 
сферическая полодя катилась по неподвижной сферической полодш. Со- 
единивъ всЪ точки этихъ сферическихъ полодёй съ неподвижною точкою 0, 
получимъ два конуса: одинъ подвижный, неизмфняемо соединенный съ тЬ- 
ломъ, другой веподвижный; при катав1и сферической полодш, подвижный 
конусъ катается по неподвижному. Эти конусы называются ахсомдами. 

Итакъ: Всякое движене ттъла, имъющело одну только неподвижную 
зпочку, происходить такъ, какъ будто неизминяемо соединенный съ тт- 
домь аксоидь катиден по неподвижному аксоиду. 


$ 256. Мгновенная ось. Общая образующая, по которой въ данный мо- 
менть соприкасаются аксоиды, остается неподвижною въ течени безко- 
нечно малаго промежутка вромени. Въ теченци этого времени тёло вра- 
щается около общей образующей на безконечно малый уголь, пока не 
придуть въ совпадене слфдующя образуюция и начнется вращене около 
прямой, по которой они совпадутъ, и такъ далфе. Такимъ образомъ въ 
каждое мгновенье происходить безконечно малое вращене тфла около 
зиновенной оси, по которой прикасаются аксоиды; въ слфдующее мгно- 
вене вращене происходить около другой мгновенной оси, и такъ далфе. 
Геометрическое мьсто мгновенныхъ осей въ тфаЪ составляеть подвижный 
аксоидъ. Геометрическое мЪсто мгновенныхь осей въ пространствВ со- 
ставдяеть неподвижный аксоидъ. 
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$ 257. Движене свободнаго твердаго тфла. Положимъ, что тло не 
имфетъ ни одной неподвижной точки. 

Теорема. Каковы бы ни были два заданныхь положеня твердало 
эпвла, вседа можно перемюстить ею изъ 1-ю положенёя во 2-ое посред- 
ствомь сльдующить двуль движений: 1) постутательнало движешя, при 
которомь всь точки тъла проходят» равные и параллельные прямоли- 
нейные пути, и 2) вращательнаю движешя около нткоторой оси. 

Доказательство. Переведемъ какую-нибудь точку Р твла въ новое 
заданное ея положеше Р’. Затфмъ, сдфлавъ ее неподвижною, всегда мо- 
жемъ, согласно $ 254, вращешемъь тьла около оси перемфщеня прохо- 
дящей чрезь Р’ повернуть тВло во 2-0е его положение. 

Эти два движеня независимы одно оть другого, и поэтому можно из- 
мфнить порядокъ ихъ послфдовательности. 

Точка Р, около которой приходится въ такомъ перемфщен!и вращать 
т№ло, называется центромь приведеная. Изъ способа доказательства тео- 
ремы этого параграфа видно, что любая точка тфла, или даже любая 
точка, неизмфняемо соединенная съ тломъ, можеть быть принята за 
цент» приведешл. 


$ 258. Параллельность осей вращеня для всфхъ точекъ приведеня. 

Перемфщене тВла изъ 1-го даннаго положения во 2-0е можеть быть про, 
изведено вращешемъ около оси РЁ и поступательнымь движенемъ РР’, 
То же самое перемъщен!е тфла можеть быть произведено вращешемь 
около оси 05 и поступательнымь движешемь 90’. 

Въ первомъ изъ этихъ перемфщев!, въ которомъ за центръ перем- 
шеня принята точка Р, какая-нибудь точка М тфла совершаетъ два 
движеня: 1) прямолинейное на разстояв!е равное и паралаельное РР”. 
и 2) движене по дуг окружности, лежащей въ плоскостк перпендику- 
лярной къ РИ. Второе изъ этихъ движен! не производится точкою М 
только въ томъ случаЪ, если она находится на оси РЕ. Слфдовательно 
перемфщен!я одинаковыя съ перемфщешемъь центра приведен!я произ- 
водять только ть точки тВла, которыя лежалъ на оси РА, соотвфтетвую- 
щей центру приведешя Р. 

Проведемь чрезъь @ прямую паралдельную РЕ. Разстоявя между 
1-ыми и 2-ми положешями точекъ, лежащихъ на этой параллельной пря- 
мой, равны и параллельны разстояямъ между 1-ыми и 2-ыми положе- 
ями точки (©. СаБдовательно эта паралаельная прямая служить осью 
вращен!я, когда ©@ принимается за цевтръ приведеня. Итакъ: оси вра- 
щеня, получаемыя для всъль центровь приведешял, взаимно пораллельны. 


$ 259. Равенство угловь вращешя. Пусть а есть разстояе между 
осями вращеня, получаемыми при центрахь приведешя Ри ©; углы, на 
которые тфло вращаетея около этихъ осей, обозначимъ, соотвфтственно; 
черезъ 0 и 0’. Пусть плоскость чертежа (фиг. 95) перпендикулярна къ 
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этимъ осямъ, такъ что РО = а. Положимъ, что РР’и 99’ суть пере- 
м®щешя центровъ Ри 0. Эти перемфщеня могуть быть и не въ пло- 
скости чертежа. 

Велфдете вращешя 6 центрь © описываеть около оси РЕ дугу 
окружности радруса а. Хорда 04 этой дуги равна 2а зт () . Разетоя- 
не ©9©’ между 1-мъ и 2-мъ положешемъ точки © слагается изъ этого 
разстояя ©04 пройденнаго при вращени и изъ разстоявя равнаго РР’ 
пройденнаго при поступательномъ движеви. 

Точно такъ же, вслфдетые вращеня 0" [2 
около оси 05, точка Р описываеть дугу, У 
хорда которой равна зави (5) ‚ и разстоя- (4 
ве РР’ между 1-мъ и 2-мъ положешемъ 
точки Р слагается изъ этой хорды Рр и 
изъ разстоян!я равнаго ОО’. 

Но если РР’ вмфстй съ 04 даютъ пере- 
мфщене 00’, и ОО’ вибстБ съ Рр дають РР', то должно существовать 
равенство: 


Фиг. 95. 


94 = Рр 


2а = (5) = ат (5) 


при чемъ 94 и Рр должны имфть противупозожныя направленя. А это 
можеть осуществится только въ томъ случаЪ, если вращене 0 и 0’ равны 
и совершаются въ одномъ направлении. 

Итакъ: умы вращешя одинаковы для всъхь центровъ приведеня. 


$ 260. Равенство проекщй перемфщенйЙ на ось вращеня. Перемьщеше 
00’ слагается, какъ мы вндбли въ 5 259, изъ перемфщенй РР’ и 04, 
но ©4 перпендикулярно къ оси РА. Сафдовательно проекщя перемфщеня 
00’ на РЕ равна проекщи перемвщеня РР’ ва РЕ. Итавъ: проекцш 
перемфщенй всъхъ точекъ на ось вращешя равны между собою. 

$ 261. Вся поворотъ около оси можеть быть составленъ изъ поворота 
около другой оси и поступательнаго перемёщеня. Положимъ, что перем%- 
щеше тьла состоитъ только изъ поворота на уголъ 0 около оси РЁ безъ 
постуцательнаго движеня. Примемъ теперь за центръ приведеня точку 
© находящуюся на разстоян!и а отъ оси РГ. Тогда данное перемфщене 
можеть быть составлено изъ поступательнаго перемфщеня равнаго хорд 
94 =2а вв» (3), составляющаго угозъ (==) съ плоскостью ©РА, и 
изъ поворота на уголъ 6 около оси, параллельной РЕ и проходящей 
зрезъ ©. 

Итакъ: Результать поворота тъла на уюль @ около оси можеть 
быть достизнуть совокупностью поворота на такой же уюль 0 около 
Фрушй оси и поступательнаю перемтщеня. 
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- Если уголъ 0 белконечно малъ, то эта теорема обращается въ сл$- 
дующую: вращеше в около оси РЕ эквивалентно такому же вращеню 
около параллельной оси ©5, находящейся на разстояни а оть РВ, сло- 
кенному съ поспутательнымь движещемь а®@Ё перпендикулярнымь къ 
‘плоскости, проходящей чрезь РР и 45 и направленнымь в ту сто- 
рону, в» которую двизалась ось 0Б при вращени около РВ. 


$ 262. Центральная ось. Покажемъ, что можно всегда устроить при- 
ведеше перемфщен!я такъ, что направлен!я поступательнаго движешя и 
оси вращен!я совпадутъ. Такая ось вращеня называется центральною 
осью. 

Позожимъ, что перемфщев!е изъ 1-го даннаго положен!я во 2-ое мо- 
жеть быть произведено поворотомъ на уголъ @ около оси РЁ и поступа- 
тельнымь перемфщенемь РР’. Опустимъ изъ Р’ периендикуляръ Р'№ на 
ось РЕ (фиг. 96). Положимъ, что найдена та ось 05 вращешемъ около 
которой и поступательнымь движен!емъ вдоль 
по ней достигается результатъ даннаго пере- 
мЬщен!я. Согласно 5 258 и 259 06ь 98 
должна быть параллельна оси РЁ (фиг. 96), 
и повороть около оси ©, долженъ совершаль- 
ся на уголъ раввый 0. Поступательное дви- 
жен!е вдоль 05 должно продвинуть точку Р 
по РЕ на разстояве равное 00’ и враще- 
ве около 05 должно подвинуть точку Р’ по 
дуг, находящейся въ плоскости перпендиву- 

а лярной къ оси 05. Слфдовательно: 
00 =РМ 
и №Р' должна быть хордою упомянутой дуги, по которой Р, достигнувъ 
точки №, переходить въ Р’. Поэтому 08 должна лежать въ плоскости, 
перпендикулярной къ №Р’ и дфлящей №Р' пополамъ. Кром того 05 
должна находиться въ такомъ разстоящи а оть РИ, что: 


МР! — Зав (1) спо про, от (ат 


СлЪдовательно 05 должна быть въ такомъ разстоявйи у ооть плоскости 
МРР’, что: 


ХР' = у. 49 (1) а Лыас (588) 


Вращене 6 около 05 происходить, согласно $ 959, въ томъ же на- 
правлени, въ какомъ происходило вращеше @ около РЁ, и перемфщаеть 
М вь Р'. Поэтому разстоян!е у должно быть отложено отъ -средины хорды 
ХР’ (перпендикулярно къ плоскости №МРР’) въ ту сторону, въ которую 
эта средина хорды перемфщается даннымъ вращешемъ около РА. Такимъ 
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образомъ получается одно вполн$ опредфляемое положен!е искомой цен- 
‘тральной оси @985. 

Остается еще доказать, что поступательное движене новаго центра 
приведев1я © происходить по 05. 

Вселфдстые заданнаго вращеня 0 около РЕ точка © описываетъ дугу, 
хорда которой @а равна и параллельна хордь МР’, но направлена въ проти- 
вуположную сторону. Поэтому происходящее, вслЪдъ за этимъ вращенемъ, 
поступательное движен!е равное РР’, переносящее Р изъ Рвъ Р', пере- 
носить точку ©, изъ 4 въ 8, отстоящую оть © на разстояни 95 = РМ, 

Итакъ: перемпщене тьла изъ 1-10 заданнало положеня въ какое 
Зподно 2 ое заданное положене вседи можеть быть произведено вращеё- 
з4емь около нпкоторой оси @5 и поступательнымь движешемь по на- 
правленю этой самой оси. Такая ось называется центральною. 

Такое перемфщеше называется винтовымь. Центральная ось назы- 
вается также винтовою осью. 

Положимъ, что уголъ 8 безконечно малъ и что данное перемфщен!е 
слагается изъ вращеня 4 около оси РЁ и изъ поступательнаго дви- 
женя у, тогда: 

МР! = РР' зт (Р'РЕ) = га. зт (Р'РЕ) 
9 =5 

и предыдущая теорема обращается въ такую: если данное перемфщен!е 
слагается изъ вращеня 4! около оси РЁ и поступательнаго движеня 
+41, происходящаго въ направлеши РР’, то для нахожден!я централь- 
кой оси поступаемъ такъ: откладываемьъ длину у чи лъР 
перпендикулярно къ плоскости Р'’РЕ въ ту сторону, въ которую дви- 
жется Р’. Прямая параллельная къ РЕ, проведенная чрезъ конець отло- 
женной длины у, будеть цевтральною осью. 

$ 263. Сложене безконечно малыхъ вращенй, происходящихъ около 
двухь осей, пересфкающихся въ одной точиф. Будемъ вращать тВло въ 
течени безконечно малаго промежутка 4! около 
оси ОА (фиг. 97) со скоростью ®х и въ такомъ 
направлен!и, чтобы точки, лежашия, въ плоскости чер- 
тежа внутри угла АОВ, опускались подъ ежащимъ 
горизонтально чертежомъ. Въ то же самое время 
будемъ вращать тёло около оси’ ОВ со скоростью 
®’ въ такомъ направлени, чтобы точки, лежашщя 
въ плоскости чертежа внутри угла АОВ, поднима- 
лись вадъ чертежемъ. Этого можно достигнуть, вра- 
‘шая, напримЬръ, тЬло около матеральной оси ОА ео скоростью ® и вра- 
щая въ то же самое время самую ось ОА около оси ОВ со скоростью &'. 
'Напомнимъ, что мы пока разсматриваемъ только безконечно малыя враще- 
я, происходящия въ теченши безконечно малаго промежутка времени 44. 
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Отложимъ ва оси ОА длину ОА пропорщюнальную скорости ®, и н% 
оси ОВ длину ОВ пропорщювальную скорости «,. Построиуъ на ОА и 
ОВ параллелограмиъ и проведемъ въ немъ дагональ ОС. Опустимъ 
изъ С на оси перпендикуляры СМ и СМ. Вслфдетые вращейя ® 
точка С’ опускается подъ чертежъ на разстояще « . СМ. Вслфдетше вра- 
щеня ®, точка С поднимается надъ чертежемъ на разстояще ®'. СМ. 
Всявдств!е допущенной пропорщюнальности точка С опустится на раз- 
стояне пропорцюнальное ОА. СМ, то есть пропорщюнальное площади 
всего параллелограмма, и она же подвимется на разстояше ОВ. СМ 
пропорщюнальное площади того же параллелограмма. Слфдовательно точка, 
С поднимется на столько же, насколько опустится. Итакъ, точка С оста- 
нется въ поков. Но если О неподвижна и С неподвижна, то и всЪ точки 
прямой ОС и ея продолжев! неподвижны. Для всёхъ же точекъ, не ле- 
жащихь на дагонали, не будетъ существовать, какъ не трудно въ этомъ 
убЪдиться, равенства опускан!я и поднят!я. Слфдовательно: два безконечно. 
малыя вращеня со скоростями ® и ®, около осей ОА и ОВ слалаются 
62 одно вращене около далонали параллелограмма, построеннало на сто- 
ронахъ, отложенныхь оть 0 по этимь осямъ и пропоризональныхь ско- 
ростямь ® и ®'. 

Опредфлимъ теперь скорость @ вращев!я, получаемаго около ЖМаго- 
нали. Если вращевя ® и ®’, слагаясь, даютъь вращене ©, то оть с40- 
женя вращенй © въ обратную сторону и вращешя ‹ должно получиться 
вращен!е ®', которое оставляеть точки лежапия на оси ОВ неподвиж- 
ными. Разсмотримъ перемфщене точки В при вращени ® въ прежнемъ 
и @ въ обратномъ направлени. Опустимъ изъ 1 перпендикуляры ВД и 
ВЕ на ОА и ОС. Вращеше ® опускаеть В на ®. ВО. Вращеше © 
перемфщаеть В на ©. ВЕ. Для того, чтобы, какъ только что было ука- 
зано, точка В, лежащая на оси ОВ, оставалась въ покоф, надо чтобы: 

®. ВЕ. ВЕ 
06. Вр=®.ВЕ 

Но 0С. ВР = плошади параллелограмма АВСО, которая равна 
также ОС’. ВЕ. Слфдовательно: 
0С.ВЕ=@®. ВЕ. 

8 = 0С. 

Итакъ: скорость вращенёя ©, составнало из» в ц ®', измтряется 0а- 
зональю параллелорамма, построеннало на скоростяхь ® и ®'. 

ЗаяЪтимъ, что потребовалось подняе точки В при вращени © 
взятомъ въ обратномь направлени. Слфдовательно само @ совершается 
такъ, что опускаеть точку В. 

Такъ какъ всякое вращеве можеть ‘происходить и въ ту и вЪ дру- 
гую сторону около оси, то вращеня, происходяпия въ одну сторону, счи- 


или чтобы: 


Отсюда: 
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таются положительными, происходящя же въ другую сторону — отрица- 
тельными. Оказывается, что ихъ (то есть угловыя скорости), удобно изо- 
бражать длинами, откладываемыми по осямъ. Условимся откладывать ихъ 
такъ, чтобы ыазу, смотрящему по направленю оси въ сторону, в5 ко- 
порую откладывается положительное вращене, оно представлялось бы 
совершающимся по маправлешю противуположному движентю стръяки 
часовъ. Не трудно видфть, что согласно этому правилу были отложены 
на (фиг. 97) вращеня: « опускающее точку С, и’ поднимающее точку 
Си опускающее точку В. 

Результать всфхъ выводовъ этого параграфа можеть быть выраженъ 
слфдующимъ образомъ: 

Узловыя скорости вращешй молуть быть представляемы векторами, 
откладываемыми то осямь вращешй пропорционально ихь уьловымь ско- 
‘ростямь. При таком» изображеши, безконечио-малыя вращешя около. 
осей, пересъкающихся въ одной точкъ, складываются по правилу парал- 
лелозрамма. 

Отсюда слфдуеть обратно: данное безконечно малое вращев!е можеть 
быть разложено на два составляющихъ безконечно малыхъ вращен!й по 
правилу параллелограмма. 


$ 264. Разложеше безконечно малаго вращения на три взаимно перпен- 
дикулярныя составляющ/я вращен/я. Если дано безконечно малое *) вра- 
щеше ® около оси ОМ (фиг. 98), то согласно 
$ 263, его можно разложить на вращеше <, около 
оси 2 и на вращеше около ОГ, которое, въ свою 
очередь, разлагается ва вращеве «, около оси 2 
и на вращене ®, около оси у. 
Не трудно видфть, что: 
о —= Уь? 1 + 9,2... . (590) у 
и 910: 
&®, =®. 008 (®, 2) 
&, = . 60$ (®, у) 
©, =© . 608 (®, 2) 


$ 265. Сложеше безнонечно малыхь вращенй, происходящихь около 
взаимно параллельныхь осей. Положимъ, что даны два безконечно малыя 
вращеня со скоростями ® и ®' около осей ОА и О’А' параллельныхь 
между собою и находящихся на разстояи а одна оть другой. Прове- 


*) Вращеше безконечно мало, потому что предполагается совершающимея 
въ точен безконечно малаго времени 4 и поворазиваеть тьло въ безко- 
нечно малый уголъ 44, но угловая скорость его & можеть быть конечною 
величиною. Слфдовало бы точнфе сказать безконечно малое вращенле со скоростью 
. Но для сжатости рчи говоратъ и такъ, какъ сказано въ текстф. 
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демъ параллельную къ вимъ ось 0’А“ на разстоянш 2 оть ОА (фиг. 99). 
Вращене « опускаеть всякую точку лежащую на О’А" подъ плоскость 
чертежа на разстояше 24. Вращене ®' поднимаеть всякую такую 
точку на разстояше (а — 2) ®' 44. Для того, чтобы всф точки, лежашя 
на 0’А“ оставались неподвижными нужно, чтобы: 


#7 и» Я, 2 — (а — 2) °' 
|" или 
« |’ о _а—х 
. ее = (592) 
При отомъ услови прямая О".А*будетъ неподвижна 
ы и будеть служить осью вращешя ©, составленнаго 
о 0" изъ вращенй о и ®'. 
Фиг. 99. Слагая вращешя (— 9) съ вращешемъ ®, поду- 


чимъ вращене ‹' оставляющее ось О’.А' неподвижною. 
Вращен!е ‹ опускаеть всякую точку, лежащую на О’А’, на разстояве 
«41. Вращене (—©) должно поднимать всякую такую точку на такое 
разстояше (а — 2) © 4, чтобы: 


в% = (а-—-2)9 „ола в (593) 
Исключая х изъ (592) и (593) получимъ: 
С (594) 


Уравнен!6 (594) показываеть, что равнодфйствующее вращене равно’ 
сумм слагающихъ вращев!, если они взаимно параллельны. 

Уравнев!е (592) показываетъ, что, въ случаз взаимной параллель- 
ности составляющихь вращен!, разстоян!я оси равнодфйствующаго вра- 
щеня отъ осей слагающихъ вращен!й обратно пропорщюнальны угловымъ 
скоростамъ составляющихъ вращен!й. 

ЗдЪеь опять видна авалойя со сложешемъ взаимно-параллельныхь 
силъ. 

$ 266. Пара вращенй. Если вращешя ® и ®' равны по величин, 
но противуположны по направлено (вращаютъ тёао въ противуположныя 
стороны) такъ, что: 

= —®’ 
то © оказывается, согласно (594), равнымъ нудю и изъ (592) получаем: 
х=#— а, 
что можеть быть только при 2 = со. Получился непонятный результат, 
кавъ при сложени силъ, составляющихь пару силъ. Возьмемъ какую 
нибудь точку М твла на разстояши у оть ОА. Вращеше « опускаеть 
точку 1/ на разстояще у.®. Вращеше «®' опускаетъ точку М на раз- 
стояше (у — а) ®. Слфдовательно линейная скорость точки М будетъ: 


уго (уе: о сл (595) 
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Но, благодаря предположенному равенству « = — ®', величина (595) 

обращается въ 

ао 

и потому не зависить отъ у. Слфдовательно, веф точки М твла, на ка- 
комъ бы разстояши у он ни находились оть ОД, обладаютъ одною и 
тою же скоростью а®, и проходятъ, слфдовательно, равные и взаимно- 
параллельные пути а®4#. Но такое движеше есть движен!е поступатель- 
ное по направлен перпендикулярному къ плоскости, въ которой лежать. 
данныя оси. 

Два раввыя вращен!я, совершаюцияся около взаимно параллельныхь 
осей въ противуположныя стороны, вазываются парою вращенй. 

Итакъ: пара безконечно-малыть вращенй, происходящить со скоро- 
стлми ® и (—0) около взаимно - параллельныхь осей, находящихся в 
разстоянйи а одна отъ друюй, эквивалентна безконечно малому посту- 
пательному движению со скоростью а®, происходящему по натравлентю 
перпендикудярному къ плоскости, проходящей чрезъ оси данныхь вращенй. 


$ 267. Перенесеше вращеня на параллельную ось. Изъ предыдущаго 
параграфа слдуетъ: Безконечно-малое вращене со скоросшью ® около: 
ови ОА эквивалентно совокупности вращешя съ тою же скоростью , 
происходящему около параллельной оси ОА’, находящейся ча разетоянии 
а оть ОД и поступательнао движеня, происходящало с0 скоростью ав 
в» направлени перпендикулярномь кь плоскости ОАА'О’ въ ту сторону, 
в» которую передвиаешся ось О’А’ вращенемь около ОА. 

ДЪйствительно, согласно съ предыдущимъ параграфомъ, ® и (— в) 
эквивалентны поступательному движению ао. Слфдовательно ®, вмфстВ съ 
поступательнымь движешемъ ах, эквивалентны вращеню ® около О’А". 

Это правило вполн® аналогично правилу перенесешя силы Р, изло- 
женному въ $ 91-мъ. 

Замфтимъ, что вращен!я аналогичны силамъ, а поступательное дви- 
жене а моменту пары. Эта аналопя, 


вращеная съ силою 
поступательнало движешя съ моментом» пары, 


подтверждается изложенными теорями сложешя вращенй и сложешя 
силъ, 


$ 268. Приведен данной системы вращенй нъ простьйшимъ системамъ. 
Повторивъ совершенно тЪ же построевя и разсуждевя, которыми мы 
руководетвовались для доказательства приведевя системы данныхъ силъ 
къ простВйшимъ системамъ въ 55 90—99 мы бы доказали соотвтетвен- 
ныя теоремы относительно вращен!. Но для краткости и вразумитель- 
ности мы просто выпишемъ доказанныя теоремы статики и ее 
рядомъ съ ними соотвфтствующия теоремы динамики. 


в — 


Теоремы статики. 

1) Всякая система данныхъ силъ, 
дБйствующихь на абсолютно твердое 
тВло приводится къ совокупности пары 
и сиды, направленной по оси этой 
пары. 

Такая совокупность называется ди- 
намою. 


Прямая, по которой направлена въ 
динамЪснла, называется центральною 
осью или осью динамы. 


2) Всякая система силъ, дЪйствую- 
щихъ на абсолютно твердое тфао мо- 
жеть быть приведена къ совокупности 
двухъ непараллельныхь и не пересЪ- 
кающихся силъ. 

Въ частномъ случа% эти силы мо- 
гуть оказаться или пересфкающимися, 
приводящимися къ одной сил%, или па- 
ралаельными приводящимися или къ 
одной сиаф или къ одной паръ. 


3) Всякая система сиаъ, дЪйствую- 
щихь на абсолютно твердое тЪао, мо- 
жетъ быть приведена къ тремъ силамъ 
Х, У, 7 дьйствующихъ по направле- 
нмъосей прямоугольныхъ координатъ 
и къ тремъ парамъ, моменты которыхъ 
Т, М, № пзправаены по осямъ коор- 
динатъ. 


Теоремы динамики. 

1) Всякая система данныхъ враще- 
в! абсолютно твердаго тзаа приводится: 
къ совокупности вращения около в%ко- 
торой оси и поетупательнаго движеня 
вдоль этой оси. 

Такая совокупность называется вии- 
‘товымъ движешемь, 

Ось вращеня въ вивтовомъ движе- 
ви называется центральною осью пли 
осью винта. 


2) Всякая система вращевй абео- 
зютно твердаго тфла можеть быть при- 
ведена къ совокупности двухъ враще- 
в, происходящихь около двухъ непа- 
раллельныхъи неперееъкающихея осей, 


Въ частвомъ случа эти вращеня 
могуть оказаться или съ пересЪкаю- 
щимися осями и приводиться къ одному 
вращению или съ параллельными осями 
и приводиться или къ одному враще- 
ню или къ одному поступательному 
движению. 


3) Всякая система вращев!й абсо- 
лютно твердаго тфла можеть быть при- 
ведена къ совокупности трехъ враще- 
й около осей, параллельныхь осямъ 
координать и участвующихь въ поету- 
пательномъ движеви тфла и къ тремъ 
поступательнымъ движенямъ вдоль 
осей координатъ. 


Послфднее приведеше, обозначенное № 3 выяснится изъ слфдующаго 


параграфа. 


$ 269. Скорости точекъ твердаго тЬла, совершающаго какое-либо 
двищеше въ пространствЪ. Движеше твердаго тьла въ течеши безконечно 
малаго промежутка времени 4 можеть быть разсматриваемо, согласно 
$ 261-му, какъ совокупность поступательнаго движевзя точки пряведев1я 
О и вращеня около оси, проходящей чрезъ О. 

Для удобства изслфдован!я скоростей различныхь точекъ тбла избе- 
ремъ подвижную систему коордиватъ, именно такую прямоугольную си- 
стему осей Ох, Оу, Оз, въ которой начало координать О движется, а оси 
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‹сохраняютъ свое направлен. Пусть ®,, ®,, ®, будуть слагающия вра- 
щен\я, происходяцуя около осей Ох, Оу, 02 и положимъ, что слагающя 
поступательной екорости точки О по направлешямъ этихъ осей будуть 
и, ®, ю. Согласно сказанному въ $ 263-мъ скорости ®, , ®,, ®, считаются 
положительными, если: 

«, вращаеть ось у по направлен къ оси 2 совершаясь около оси 2 
®, > Е» > хьх > > ‚у 
®, » ›х» з » »у » » › 8 


Эти 6 величинъ м, 9, м, ®,, ®,, ®, вазываются компонентами (сла- 
тающими) движен!я: ими опредфляется всякое движен!я твердаго тфла въ 
течеши 4. 

Посмотримъ, кавъ этими компонентами опредфляется движене точки 
ТР, первоначальныя координаты которой суть (2, у, 2). 

Опредълимъ > . Для этого опустимъ перпендикулярь РМ на плос- 
вость (2, У) и перпендикулярь ММ на ось р 
< (фиг. 100). Вращеше «, перемфщаетъ точку Ра 
съ линейною скоростью ®, РМ по элементу ЗВ 
окружности, описанной радусомъ МР около 
оси х. Проложеше этой скорости на УР равно и 

®, . РМ зт (УРМ) = в, . у. х 

Точно такъ же вращене ®, около оси у 
дастъ для скорости точки Р по направленю 
МР слагающую (—®, . 2). Прибаваяя еще 
поступательную скорость  направлевную по МР, ‘получим №’ = ю + 
чо, .у— о, . 2. Поступая точно такъ же, найдемъ: 


9 
Фиг. 100. 


[2 

Жи ®,. = —®,.у 

4 

Ще. =— в. 2 ря аай (596) 
4: 


ЕЕ -у—®,.2 


$ 270. Переифна центра приведеня. Положимъ, что, зная приведеше 
для центра приведемя О, желаемъ найти скорости точки (2, у, 2) для 
центра приведешя О’, предполагая, что оси коорданатъ (+, 1, 5), имфющя 
начало въ О’, соотвфтственно параллельны осямъ, имющимъ вачало 
въ 0’. 

Пусть компоненты для центра приведешя О’ будуть м’, *', м", ®,', 
®,', ®;; координаты точки О’ относительно осей =, у, = пусть будуть Е, 
т, 5. Тогда координаты точки Р относительно новыхъ осей будуть: 


@—0, 9—2, @—5, 
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и, согласно (596), получимъ: 


4 ином — щуи но) —) 
оно они -+ о, (2—9 2 —9р... (6591) 
42 


ар Ну — чл, (у —— ©, (2—0 


Уравнешя (597) справедливы для всякой точки Р, стало быть для 
ВСЯКИХЪ 2, У, 2, НО ЭТО ВОЗМОЖНО ТОЛЬКО ВЪ ТОМЪ случа, если коэффи- 
щенты при 2, У, 2 въ лЪвыхЪ частяхъ этихъ уравнен!й равны коэффи- 
щентамъ при тЬхЪ же величинахъ въ правыхъ частяхъ, то есть должны 
существовать равенства 


$ 271. Опредълеше безконечно-малаго винтового движешя твердаго 
тла по компонентам м, и, №, ®,, ®,, ®,. Если за центръ приведеншя, 
для котораго давы компоненты м, ъ, г, ®,, ®‚, ®., была принята точка О, 
а теперь мы хотимъ взять центръ Р приведев!я на оси винта, то, с0- 
гласно (598), компоненты ‹,, ‹,. ®, останутся безъ измфневя.. Если ско- 
рость равнодфйствующаго вращеня около оси винта есть ©, то, согласно 
(591): 


608 а = 603 (®, #) = г | 


сов В сов (9, У) = |1... ... (699) 


60$ 1 = 605 (©, #) = © | 


ГВ а, В, 1 суть’ углы наклоненя оси винта къ осямъ координат. 
Если У была скорость поступательнаго движеня въ первоначальномъ 
приведени и Т, скорость поступательнато движеня вдоль оси винта, то 


У, =Т, 00$ (У, 9) = и. сза-нь. сз В - ш . сот. (600) 
Исключая косинусы изъ (600) и (599), получимъ: ь 
8. У, = и,  о®, ню... . (601) 


Если 2, у, 2 суть координаты точки Р, лежащей на оси винта, то. 
поступательная скорость. этой точки во второмъ приведеши направаена, 
по винту и потому, согласно съ (596): 

и о, — ву о ®, 2 —%,2 ше ®у— 6, 
[2 ©, ®, 


"2 (609) 
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Эти уравненя (602) и служатъ уравнешями оси винта. 
Изь (602) получимъ: 
©, (и + ®,2 —в,у) _ ©, (0-0, — 0,2) _ ©, (ю-- хую, 
з 


Е Е 
®; ©; ©. 


=) (603) 


Прилагая теорему о сумм предыдущихь и суммъ послфдующихъ, на- 
ходимтъ, что каждая изъ дробей уравненй (603) или, что то же самое, 
каждая изъ дробей уравненй (602) равна: 

м. о. +ю.0, 
Фо, но 


д 
оф аыны : -/- В (604) 


или, соглаено (601) 


Это отношене поступательной скорости вдоль оси винта и враща- 
тельной скорости вокругъ оси винта называется параметром винта или 
стртакою. 

$ 272. Инварьянты движеня твердаго тьла. Какую бы точку мы ни 
привимали за центръ приведевня даннаго движеня твердаго тфла, для 
всякаго такого приведен!я величина 


. 


м0, + о, мо... ... (605) 


будеть одна и та же, потому что движев!е выражается винтомъ съ по- 
ступательною скоростью 7. и вращательною ©, а, согласно (601), вели- 
чина (605) равна У. ©. Поэтому эта величина называется инварьяниомь, 
компонентовъ движеня. 

РавнодЪйствующее вращене © тоже не измфняется оть перемфны 
центра приведен!я и называется поэтому инварьянтом» вращеня. 

Если ичварьянть компонентов, ‘равный У.@, равенъ нулю, то или 
У. =0 и движене приводится къ одному вращательному; или. @ =0, и 
движен!е приводится къ одному поступательному (сравн. $ 99) 


$ 273. Подвижная система осей координатъ. Для изслЪдован!я движе- 
ня твердаго тьла удобно пользоваться подвижною системою координат- 
ныхъЪ осей, неизмфняемо соединенныхь съ тфломъ. Мы уже пользовались 
такою системою подвижныхъ осей 1, 1, $, изучая частный случай движеня 
лвердаго тёла, именно движен!е его около неподвижной оси. Но тогда въ 
этой систем только оси у и С были подвижными, а ось была вепод- 
вижна. 

При изучени движен!я твердаго тёла; имфющаго только одну непод- 
вижвую точку, обыкновенно пользуются двумя системами осей координать, 
иифщими общее начало въ неподвижной точк$: одна система неподважна, 
а другая, подвижная, неизмфняемо соединена’ съ тломъ. Между коорди- 
натами (:, 1, ©) какой-нибудь точки тла, отнесенной кь подвижной 

И. Б. Делоне. — Курсь теоретической метании. 2 изд. 16 
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систем осей и координатами (2, у, =) той же самой точки, отнесенной 
къ неподвижнымь осямъ существують выводимыя въ аналитической гео- 
‘метри формулы преебразованя: 

ь ы — = -+1-+Я 


у = + 
И -" 
ТВ а, В, 1, 9’, В’... суть косинусы угловъ, составляемыхъ подвижными 
осями съ неподвижными. Между этими косинусами существують извфст- 
ныя соотношешя 
Ри =1 
а" В" 4? =1 
п ее (606) 
ва’ - 88 лт =0 : 


Пользуясь этими формулами, изслдують движенше подвижной системы 
осей и движене тЬла около неподвижной точки. 

Этотъ способъ примняемъ былъ Эйлеромъ, Лагранжемъ и сдфлался 
классическим. ТЪмъ не менфе мы будемъ придерживаться другого спо- 
60ба, практикуемаго преимущественяо англ екими учевыми, потому что 
англ скЙ способъ требуеть меньшаго числа вспомогательных формулъ, 
Рауть (Кош) въ своей Туеа#5е оп Ше 4упатёс о} а зузет о[ типа Фо- 
4ез говорить по этому поводу, что мы не вполн® пользуемся выгодами, 
представляемыми подвижною системою осей координатъ, если, какъ это 
происходить въ классическомь способф, пользуемся въ течени всего дви- 
жешя еще и системою неподвижныхъ осей. Въ англ@скомъ же способь 
неподвижными осями пользуются только въ начал и въ концф изслфдо- 
ваня. Оть классическаго англЁйсьЙ способъ отличается тёмъ, что въ 
немъ за неподвижныя оси (вводимыя только въ начал изслдован!я) при- 
нимаются оси, совпадающя въ моменть & съ подвижными осями, какъ 
это яснЪе будеть видно изъ слфдующаго параграфа. 


$ 274. Кинематичесця соотношеня между проложенйями вектора на по- 
движныя и на неподвижныя оси. Скорости, ускорен!я, силы, кавъ мы ви- 
двли, могуть быть представлены векторами, подчиняющимися правилу 
параллелограмма. Въ настоящемъ параграфЪ, въ видахъ общности, из- 
слЬдуемъ проложешя какого бы то ни было вектора В. 

Пусть Ох, Оу, Оз (фиг. 101) суть положеншя подвижныхъ осей въ мо- 
менть { (точнфе говоря: въ конц времени { протекшаго отъ начала вре- 
мени). По истечени еще безконечно малаго промежутка 4 времени эти 
подвижныя оси примуть положеше Оз’, Оу’, 0г'. Эта перемфва положеня 
подвижныхъ осей можетъ быть достигнута, согласно 5$ 252 и 254, вра- 
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щешемъ около мгновенной оси О. на угодъ 04. Пусть 0,, 6,, 0; будуть 
проложев!я угловой скорости 6 на оси Ох, Оу, 02. Такимъ образомъ оси 
координать переходять оть занимаемаго ими въ моменть # положеня 
Ох, Оу, Оз въ положенш Оз’, Оу’, О=' занимаемое ими въ моменть { -- 4, 
при помощи трехъ вращевй 6,4, 0,42, 9,4: около Ох, Оу, Оз, 
'Обозначимъ проложешя вектора Ё на оси Ох, Оу, О; чрезъ 0, У, №. 
Въ течен!и времени 4 векторъ В измфняется по величин и по напра- 
вленю. Въ течени этого же времени 4 изм- 
няется и положене осей координатъ, такъ что хх 
проложешя вектора А, въ конц времени { + & 
на оси Оз’, Оу,' Оз’ будуть И -+ а0, У -нат, 
7 ат. 
Опишемъ около О сферу радлусомъ равнымъ 
единиц, и пусть оси ‘координать пересфкаютъ 
поверхность этой сферы въ точкахъ 2; у, 2, 2’, у Е 
3, =', (фиг. 101), такъ что получаются два сфери- у Г 
ческихъ треугольника 2, уу 2 из’, у’, 2', стороны Фиг. 101. 
которыхъ суть дуги большихъ круговъ, каждая 
въ 90°. Проложеше вектора Ё на ось Оз въ конць времени # -+ 4 равно 


(0-+ 40) соз (т, 2’) + (У -+ аТ) соз (2, у') = (И -- 4”) соз (х,=') . (607) 

Вращешя около Ох и Оу не могуть измфвить дуги ху. Но вращене 
около 02 удаляетъ точку у’ оть точки 2 на дугу 0,41. Точно такъ же 
вращеня около Ох и Ол не измфняють дуги 22; но вращене около Оу 
ъприближаеть точку д’ къ точкЪ 2 на дугу 0,4. Поэтому: 


дуга ху’ = дугь ау -Н 0,46, 
дуга 22’ = дуг же + 0,4. 


КосинусЪ угла, измфряющаго дугу 22’ отличается отъ единицы на 
квадратъ безконечно малой величины. Подставляя найденныя величины 
въ (607), получимъ, что проложенше вектора В, въ конц времени #-+ 4%, 


на 02 равно 

04-90 — У. -+ Т@....... (608) 
| Раздливъ полученное проложешемь П приращеше 40’ — У6, 4! = 
++ 16,4 ва & и перейдя къ предфлу, получимъ: 


- Но процессомъ дфлешя на 4 и переходомъ къ предфлу мы получили 
скорость проложен! конца вектора В на ось 2 въ конц времени {. 
Обозначимъ ее чрезъ (0,. Точно такъ же получимъ скорости У, и У, 
проложенй конца вектора В на неподвижныя оси у и &. 

16* 


— = 
Бе = 78, + 9, 
а 
ИЕ фи м пении: 
аи 


= р 06, 78, 


Таковы формулы, выражающя скорости 0’, У,, И, проложен й конца 
вектора Е на неподвижныя оси Ох, Оу, О: чрезъ проложевя 0, У, И’ 
самого вектора на оси подвижныя, совпадающия въ концф времени # съ 
неподвижными. Это основныя формулы англ@скаго способа, Изъ нихъ 
непосредственно получаются формулы слфдующаго параграфа. 

Приложимъ формулы (610) къ употребительнЪйшимъ, въ’ динамик® 
твердато тла, векторамъ. 

1) Если векторъ В есть радусъ-векторъ точки (2, у, 2) тёла, то И), 
У, И’, суть координаты 2, у, 2 этой точки; 0’, Т,, И’, суть проложена 
скорости этой точки на неподвижныя оси. Формулы (610) даютъ въ этомъ 
случа: 


Здьсь 2, у, а суть координаты точки относительно подвижной системы 
осей координатъ; м, и, ю суть проложен!я скорости точки на неподвижныя 
оси коордиватъ. 

2) Если векторъ Е есть скорость точки (2, у, 2), то 0, У, № суть 
проложеня м, у, че этой скорости ва подвижныя оси; (., Т,, И’, суть 
проложешя ускореня той же точки на неподвижныя оси. Формулы (610) 
даютъ: 


— — — 60, + и, 
4 
= — 800; ЧЕ; пет 909 (612) 
Е, +, 


3) Если векторъ Е есть угловая скорость « тфла около мгновенной 
оси, то 0, У, № суть проложеня ея ®,, ®,, ®, на подвижныя оси. Если 
при этомъ обозначимъ чрезъ ®,, ®, в, проложеня скорости ® на непо- 
движныя оси, то (,, У,, И/, будуть соотвфтственно равны 


ЧИ 
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Формулы (610) дадуть 


4% 4® 

зе = -& 0,9; - .6, 
4, о, 
кт а а 6,0, + 0, 
4 ао. 
АА = НЕ — 9,0, + 0,0, 


Если подвижныя оси неизмфняемо соединены съ тьломъ, то ®, =0,; 


%, = 0;; ®, =0,, и (613) принимають видъ: 


Чо, 4, 1 

в а 
За, 1. 8 
@ а 

Чо, _ 4, | 

@& а) 


$ 275. Эйлеровы дифференщальныя уравненя движенм абсолютнаго 
твердаго ТЪла около неподвижной точни. Пусть (2, у, 2) суть координаты 
какой-нибудь точки же абсолютно твердаго тьла, отнесенныя къ непо- 
движной системф осей 02, Оу, Ог. Самое же тьло имфетъ только одну не- 
подвижную точку О. Для тфла возможны всяыя вращеня около осей. 
Ох, Оу, Ог; поэтому къ нему примфнимъ законъ площадей, выражающся 


‘уравненями: 


9 т 
сн (+ че) 2@ат—уо=и 


4 ФР: з 
+ 2” (уе —* а) = 2—0 =Е 


Ут (=) => (гХ —<7) = 


. (322) 


тдв 1, М, М проложеня моментовь равнодЪйствующей пары; Х, У, 2 


проложеня дфйствующихь силъ. 
Согласно съ формулами (596): 


в аа #1 
| 
С 
| 
8 
= 
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Дифференцируя, получимъ: 
4. ао, 4 
т = а — а: + ©, (0, — 20,) —®, (29, — 20.) 


4? © 4 

Зена че-е+ (=, — 0.) — ©, ю,;— 20) ›.. (616) 
42 а 4, 

ан = “а’ — 2 “ДУ +, (26, — 26) — ©, (6, — ую.) 

Если ©, ®,, ®, суть угловыя скорости тЪла около осей ОА, ОВ, ОС, 
неизмфняемо соединенныхъ съ тфломъ и совпадающихь въ конц вре- 
мени { еъ неподвижными осями координатъ, 10 ®,—;; ©, =®;; ®,=®;; 
и, согласно (614); 


. 45. 4, _ 4, 40, _ 4, 
а’ а @&’ @` 
Если за подвижныя оси примемъ главныя оси инерщи тБла для непо- 
движной точки, то Утуг =0; Хтёг=0; Утлу=0. Подставимъ, при 
такихъ предположешяхтъ, вторыя производныя координатъ по времени изъ 
(616) въ (322). При этомъ, благодаря вытекающим изъ нашихъ пред- 
положен!Й упрощенямъ, результать получится тотъ же, если мы предва- 
рительно отбросимъ въ уравнени, опредфляющемъ р члены, не содер- 
жаще у, и въ уравнени, опредфляющемъ С — всЪ члены весодержаще 
2. Такимъ образомъ ро 


Х (27 -- у). № -н Уж (2? — у?) о, = М. 
Если А, В, С суть главные моменты инерщи тфла относительно не- 
подвижной точки, то пользуясь формулами (336) получимъ: 


4о, - 
Ад —В—Оею,=Г 


ао 

В-р— дом. (617) 
Е ; 
т 16, = М : 


гдь СММ суть моменты паръ по осямъ, подвижнымъ, соединеннымъ съ 
тЬломъ. 

Тажовы выведенныя Эйлеромъ обийя дифференщальныя уравнея 
движен1я абсолютно твердаго тёла около неподвижной точки. 


$ 276. Движеше абсолютно твердаго тфла около неподвижной точки 
подъ вмянемъ силъ, приложенныхъ именно къ этой точн$. Если силы при- 
ложены только къ той точкЪ тёла, которая неподвижна, то онё не про- 
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изводятъ никакого дфйствя на тЬло, и задача рЬшается такъ, какъ будто 
бы на тЪло не дЪйствовали никаыя силы. Впослфдств!и мы увидимъ, что 
этоть случай движен!я твердаго тВла о5оло точки имфеть въ динамикЪ 
особенно важное значен!е. Такое движеше совершаетъ, напримфръ, тя- 
желое твердое тзло около неподвижной точки, находящейся въ цеятрь 
тяжести (подпертое въ центр тяжести); дфйствующая на него сила тя- 
жести приложена въ центр тяжести и уничтожается сопротивленемъ 
точки опоры, и ТЪло оказывается неподверженнымъ дфйстямъ какихъ 
либо силъ. 

Въ этомъ случаЪ всв Х, У, 2 равны нулю; поэтому и моменты Г, 
М, М равны нулю; Эвлеровы уравнен!я (617) принимають видъ: 

"ав, 


А п — (В— Оо, =0 
в 4 — (@'— Жо, = 0. т. (618) 
г 


—(4—В о, =0 


и могуть быть ивтегрированы слфдующимъ образомъ. 
Помножимъ 1-0е изъ этихъь уравнен!й (618) ва ®,, второе на ®,, 
третье на ®, и сложимъ, получимъ: 


=, 


Ав, г + Вю, 2+ б, —#=0, 


к. Е 
Интегрируя, получимъ: 
А? -- Во? бо =Т....... (619) 
тдВ 7 есть постоянное интеграции. 
Помножимъ теперь 1-ое изъ уравненй (618) на 4%, 2. ое на Вю, 
Зе на Ош, и сложимъ. Получимъ: 


Аз, Чо + В, 4 м 


= ®ю,ю, [А (В — С) + В(С— 4) + С(А—В)]=0. 
Ивтегрируя, получим: 


А? + Вю, + Сю? = @? ,. о... -.. (620) 
тдь С есть постоянное интеграци. 
Замфтимъ, что 
о ТС (621) 
Отсюда: в я 3 ы 
од 07 93 = > 
т тар” Зочоик (8) 


_Помножимъ 1-0е изъ уравнен! (618) на о ва 9-е в, 3-е що Е. Е: 


к 398 — 


сложимъ. Получныъ, благодаря (622): 


45 [ВС СА А-В 
Ро сора’, ие 


нс тт) нм М — В) ват дай 


Но изъ (619), (620) и (622) получаемъ: 
вс 


‚Вы 3: ВИ ЗЕ з 
же ЕЯ: а= в: №, + ®') 
Е) СА 
В ИЕ Я аЫ 5694 
= АВ ды. з 
0-0 -д 2: А, + ®°) 
тд% 
‚ _Т@+о— ев 
о 
Тб А — в? 
О ва (625) 
й ТА--в— в? 
ы АВ 


Подставляя найденныя величины ®,, ©, ®„ изъ (624) въ (623), 
получим: 


Г. С Зубы ..... (626) 
ИЛИ 
пра аии ту 
У— 67) 0,—&) 
Отсюда: 


аи езиды 688 
У@.—в>) (0,—в) (,—в”) 

Этоть интеграль можеть быть приведенъ къ хорошо изслфдованному 
эллиптическому интегралу. 

Итакъ мы получали три иервызть интеграла дифференщальныхъ урав- 
нен!й (618), именно: (619), (620) и (628). 

Впослфдств и мы покажемъ, какъ, пользуясь только интегралами (619) 
и (620), Ройпзоф далъ полную геометрическую картину движешя, опредф- 
ляемаго дифференщальными уравнен!ями (618), а теперь изложимъ полное 
интегрироваше уравнен!й (618) по способу Кагсввой”а. 

$ 277. Интегрироване уравненй движешя тяжелаго абсолютно твер- 
‘даго Тфла по способу Кирхгофа. Одинъ изъ полученныхь нами ивтегра- 
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ловъ уравнен! (618) приводится къ эланптическому интегралу. Слёдова 
тельно окончательное интегрироваве уравнен!й (618) можеть быть про- 
изведено, въ общемъ случаЪ, только при помощи эллиптическихъ функц, 
Но читатель, незнакомый съ теортею эллиптическихъ функц, можеть сво- 
бодно повять содержаше настоящаго параграфа, если мы предпошлемъ 
сафдующия кратв!я свфдъыя по этой теор. 

Интегралъ 


называется эдлиптическимь. Знаменатель выраженя, стоящаго подъ зна- 
комъ этого интеграла обозначается символомъ А ($), тавъ что 
А ($ =УгВ ИФ В ее. (630) 


Самъ эллиптическ!й интегралъ, какъ не трудно видфть, есть н®которая 
функщя оть ф, такъ что: 


Постоянная величина называется модулем». Верхн! предфлъ ф 
эллиптическаго интеграла называется его амилитудою и обозначается 
знакомъ ат, такъ что: 

ф = ат ЕР = амплитуда Р. 

Отъ этой амплитуды, кавъ отъ угла, берутся синусы и косинусы, назы- 
ваемые такъ: 
$тф = зтат Е==синусъ амплитуды Х (то-есть: синусъ амплитуды отъ Е) 
608 ф—в0зат Е=косинусъ амплитуды Е (то-есть: косинусъ амплитуды отъ Ё) 

Эти` зтат № и созат Е называются эллиптическими функиёями ве- 
личины Е. 

Еще употребляется третья эллиптическая функщя, такъ называемая 
‘дельта амплитуды Е, обозначаемая АатЕ, и равная У1—# вт? ф, такъ 
что: 

У1—ЁЕР;тф = ($) = АатР == дельта амплитуды Е. 


Двфференцируя 32$, созфи А ($) и сообразуясь съ (631), получимъ, 


4608$ _ $ _ 

= зтф . А ($) 

зтф _ 

ав — оф =03ф . А ($) . . . (632) 


44 ($) __ К зтф. 05$ @ 
ар А ао 


№ ятф - с05 $ 
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Если опредфлимъ ®,, ,, ®, изъ формулъ: 
Еф =@—э» 
®, = аАат (& —*)* 
ю, = 6. этат Эл +. ::.. . (683) 
9; = 605 ат (#—*)^ 


то этими значенями удовлетворятся дифференщальныя уравневшя (618). 
Дфйствительно, вставляя“ ®,, ®,, ®,, опредфляемыя изъ (633) въ (618), 
получимъ: 

—А Аа? зтф . созф = (В — С) 5 .зт9. с08$ 


—АВЬ. с05фх.А($) =(А—С) а. А ($). с08ф |. . . (634) 
А— В) а .зтф.А($) 
которыя окажутся тождествами, если выберемъ введенныя нами постоянныя 


а, 5, с, ^ такъ, чтобы: 
ава 
Е 9 


—^(6 .зтф. А (9) := 


Такой выборъ постоявныхъ возможенъ. ДЬйствительно, полагая # = 
получимъ изъ (633): 
% = 2; ‘в, —=0;'®, =, 


такъ что (619) и (620) дадуть . 
Аа + Се =Т | 
ИН ПЕ. (636) 
Отсюда: 
в 9'— СТ 
АО... Еф... (@87) 
РА 
С(А-б 
Дфля 2-0е уравнеше изъ (635) на 1-0е, получимъ: - 
в _(А- ОС 
- Е и-вв’ 
СлЪдовательно сообразно съ (637): 
по . (638) 
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Перемноживъ 1-е и 2-ое уравнешя (685) и обвалить съ (637) и 


(638), получимъ: 
2 М— В) (6: — СГ) 


Е оно (639) 
Изъ (635) получимъ: : 
— (8—0) (Ат ©) (640) 
ав @—0 `` о г 


Если 6? > ВТ и если А>В>С, то получаемъ дфйствительвыя р” 
‚шен!я для постоянныхъ а, Ь, с, ^, К. Вставаяя ихъ въ (633), получимъ 
®,, ®,,®, въ конечной формЪ. Уравненя (633) и суть окончательные 
интегралы дифференщальныхь уравнен! (618). 

$ 278. Моменты количества движен!я относительно неподвижныхъ осей. 
Въ 143-мъ мы видфли, что моментъ количества движеня около неподвиж- 
ной оси # равенъ 


к» ( % “) о (641) 


ОпредЪаяя моментъ количества движен!я т$ла, вращающагося около 
неподвижной точки, то-есть полагая и = = ==0, получимъ изъ (597) 


4 шнрытаь 

= 29, — №, 

У о, в, ИИ (642) 
41 ув. зо 

ар = 9: у 


=" (2 ви вия *) = Хт (2 + у?) ., — (таз), — (Фтуг) в, 


Точно также выведемъ моменты количествъ движения окодо осей у и 2. 
Называя ихъ чрезъ й,, Л,, й,, получимъ: 


мати — 2) "6" +. Финда, туд, 


Ь, =Ут ( =. Е “)= = [5 (27-2?) ,-—(Хтзу)®, — (Хтху) ®, | (643) 


в, = т (# и) Вне-кидю,- биад, то, 


$ 279. Моменты количества движеня относительно главныхъ централь- 
выхь осей инерщи. Если за подвижныя оси изберемъ главныя централь- 
ыя оси инерши тьла, движущагося около центра’ тяжести, а за’ непод- 
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вижныя оси изберемъ тавя, которыя совпадаютъ съ подвижными въ мо- 
ментъ #, то уравнев\я (643) дадутъ моменты количества движеня й,, А, №, 
около главныхъ центральныхь осей инерщи, если въ правыхъ частях 
каждаго уравнен!я послде!е члены отбросимъ, а въ первыхъ сдфлаемъ 
замфну по формуламъ (336). Получимъ: 


Ъ, = де, 
в В к №. (644) 
й, = Сю, 


$ 280. Начало площадей въ движенми тяжелаго абсолютно-твердаго 
тЬла около центра тяжести. Абсолютно твердое тфло, иифющее неподвиж- 
чую точку въ центр тяжести, можеть совершать вращевя около всякой 
оси, проходящей чрезъ центръ тяжести, и потому движене такого твла 
подчиняется закону площадей. Но на основанйи этого закона, согласно 
(323) моменты количества движен!я около неподвижныхъ осей координать 
остаются постоянными въ течени всего движеня и могутъ быть разсма- 
триваемы какъ проложеня, на неподвяжныя оси координатъ, момента ко- 
личества движен!я около нфкоторой неподвижной оси, проходящей чрезъ, 
начало и перпендикулярной, слфдовательно, къ неизмюнлемой плоскости. 

Слфдовательно, моментъ количества движен1я около такой неподвижной 
оси (млавный моментъ количества движен!я) тоже постояненъ, потому что 
проложен!я его постоянны. 

Положимтъ, что тяжелое абсолютно твердое тьло, подпертое въ центр 
тяжести, приведено въ. движеше парою силъ мгновенныхъ (импульсивною 
парою), моментъ которой @. 

Моментъ количества движешя будетъ равенъ моменту (+ импудьсивной 
пары въ начал движеншя. Но и въ течен!и всего послдующаго времени 
тлавный моментъ количества движеня останется, согласно сказанному 
въ настоящемъ параграфЪ, раввымъ ( и направленъ перпендикулярно 
къ неподвижной плоскости. 

Обозначимъ чрезъ а, В, т углы, составляемые моментомь (съ глав- 
ными центральными осями инерщи тфла. Тогда, согласно (644): 


Ао, = @ 08а 
Во, = бов | еее (645) 
Со, = 60981 
Возведя эти равенства въ квадрать и сложивъ получимъ: 
Ао, + Во? -- С2ю,? — б?. 


Итакъ, уравнеше (620), выведенное въ $ 276-мъ, есть не что иное, 
какъ интеграл» площадей отъ дифференщальныхь уравнений (618). 
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Мы видимъ изъ сказаннаго въ этомъ параграфЪ, что количество дви- 
женя остается постоянно эквивалевтнымь импульсивной парЪ С, с00б- 
щившей тёлу движеше. Отсюда слфдуеть, что въ каждый послфдующй 
моментъ движене можеть быть остановлено импульсивною парою (—6). 

Косинусы угловъ наклоненя мгновенной оси вращеня къ главнымъ: 
центральнымъ осямъ инерщи тфла пропорщюнальны ®,, ®,, 

Изъ (645), поэтому, слфдуетъ: если движеше тБлу сообщено было вра- 
щешемъ около оси, составаявшей съ главными центральными осями углы, 
косинусы которыхъ равны 1, т, », 10 60за, 60$ В, с0$ т пропорщюональны 
АТ, Вт, Си. 

$ 281. Начало сохраненя живой силы въ движени тяжелаго абсолютно 
твердаго тфла, вращающагося около центра тяжести. Согласно (335): 

Ач? 


—= живая сила вращеня ©, 


Во, : 
— 5 = живая сила вращения ®, 


Со? 
2 
Слфдовательно живая сила изсафдуемаго движеня равна 


т [4о,? + Во}? + С®,?]. 


— живая сила вращен!я ©, 


Но сила тажести уничтожается, въ разсматриваемомъ случа, сопро- 
тивлешемъ точки опоры, помфщенной въ центр тяжести. Поэтому на твло 
не дЪйствують никак!я силы; работа внфинихъ силъ равва нулю, и по- 
тому, согласно (306) живая сила остается постоянною; обозначая ее че- 

резъ 3, получимъ: 
1 Ао? + Во? + бо =Т...... . (619) 
‘`уравнеше, выведенное нами въ $ 275-омъ. 


$ 282. Геометрическое представленге движен!я тяжелаго абсолютно твер- _ 
‚даго тфла около центра тяжести. Пользуясь только интеграломъ живой 
‘свлы (619): 

Аю,? + Вю,? + Со; =Т 
= интеграломъ площадей (620); 
Аз, + В?®,? -- С?5,? — 6? 

жожно дать полную картину движен!я тажелаго абсолютно твердаго тфла 
Ф50л0 неподвижной точки, какъ это показалъ Рой130{ и какъ это сейчасъ 
жы покажемъ. 

Подожимъ, что уравнев{е центральнаго эллипсонда инерщи тфла таково: 

Аз? = Ву? СИЕ... ое. (646} 
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Пусть: 
У ана эллипсонда инерщи, щиы по мгновен- 
ной оси вращен1я; 
= длина пернендикуляра, опущеннаго изъ центра этого эллипсоида 
на каеательную къ нему плоскость, касающуюся въ конц} х. 
2, у, г = координаты конца рад1уса-вектора х. 
'Уравнен!е мгновенной оси будетъ 
И и одИИЩЬ . (641) 
ох © 6 © 
Подставляя въ (646) величины 2, у, 2 изъ (647) получимъ: 
(Чозче Вы 0а;1) 2 7 
Отсюда, согласно съ (619): 


® Ея 
= == ЗУ = ока ева я 
т в 05 


Уравнен!е касательной плоскости въ точкЪ (2, у, 2) будеть: 
АзЁ + Вут-н 0= =, 


тдЬ &, т, © текушуя координаты плоскости. 
Уравнев!е перпендикуляра р будеть, слёдовательно: 


Согласно съ (645) уравнеше (650) есть уравнен!е перпендикуляра, 
возставленнаго изъ центра тяжести къ неизмфняемой плоскости, Этоть 
перпендикуляръ, слфдовательно, неподвиженз. 

Изь аналитической геометр!и извфстно, что длина перпендикуляра р 
опредвляется` уравнёнемъ: 


1 АЗ? - Ву? С?” 
ОЙ и . (651) 
Отсюда, согласно съ (620), (647) и (649): 
хх 
ПЕ (652) 


Итакъ: перпендикулярь р неподвижена, длина ею постоянна и онъ 
перпендикулярень къ неизминяемой плоскости и къ касательной плоскости, 
проведенной въ коницть мановенной оси т (фиг. 102), такъ что эта кава- 
эпельная плоскость параллельна неизмъняемой плоскости, и потому рол 
неподвижна. 

Слфдовательно: движене происходит» ‘такъ, что эллипсоидъ инерции 
зпиъла постолнно касается неподвижной касательной плоскости, вра- 
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щаясь около свод неподвижна центра, и мтовенною осью служить 
‘радбусз-векторъ г проввденный въ точку касаная. 
Изъ (649) имфемъ: о ` 


® = рН 
< г витке (653) 

Слфдовательно: вращательная скорость ® около меновенной оси т про- 
‘порщональна радёусу-вектору т эллипсоида инерцёи. 

Согласно съ $ 280-мъ неподвижная касательная плоскость перпенди- 
кулярна кз моменту С импульсивной пары, сообщившей тълу двиокенйе. 

Точка прикосновеня касатель- 
ной плоскости, представляющая 
‘©0бою вонецъ радуса-вектора, на- 
‘правленнаго по мгновенной оси, 
называется полюсом. 

Кривая, описываемая олюсомь 
‘на эллипсоид® инерщи, называется 
полойею (фиг. 102). 

Кривая, описываемая  полю- 
<омъ на неподвижной плоскости, называется зерполобею (фиг. 102). 


Фиг. 102. 


$ 283. Ансоиды въ движени тяжелаго абсолютно твердаго тфла около 
щентра тяжести. Соединивъ прямыми всЪ точки пододи съ центромъ тя- 
жести, который, согласно нашему предположен!ю, неподвижелъ, получимъ 
конусъ, описываемый 6ъ эиълю мгновенною осью г. 

Соединивъ прямыми всЪ точки герполоди съ центромъ тяжести, по- 
зучимь неподвижвый конусъ, описываемый мгновенною осью г в» про- 
‘странствъ. : 

Конусъ, опирающийся на полодшю, называется яодвижнымь аксоидомь 
Бовусъ, опирающийся на герполод!ю, называется неиодвижнымь аксоидомъ. 

Въ каждый данный моментъ т5ло 
‘вращаетсянабезконечно-малый уголь 
‘о5ОЛО мгновенной оси, и потому въ 
‘теченши безконечно-малаго времени р 
'4# мгновенная ось, по которой аксо- 
лы касаются одинъ съ другимъ, 

‘остаетсянеподвижною.Слфдовательно ^ фах 108. 

во время движен!я тфла, неизмфняемо 

съ нимъ подвижной ‘ансоидъ катится по неподвижному аксоиду. 
этомъ полодя катится по герполодш, такъ что дуги, проходимыя 
по полоди и по герполодн одновременно, равны между собою. 
_ Если ограничимъ подвижный конусъ полощею, какъ это изображено 
зертежь (фиг. 103), то движеше можеть быть представлено еще тёмъ, 
‘волвижный аксоидъ, имфющЙ вершину въ неподвижномъ центр тя- 
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жести, катится своимъ краемъ (полодею) по герполоди, лежащей въ не- 
подвижной плоскости касательной къ эллипсоилу инерци, 
$ 284. Полодя. Изъ (651) сафдуеть: к 


дз + Ве бр = Е Ее (654) 


Этому уравненшю и уравнению эалипсоида инерцш 
Аз? + Ву? (И = ее (655) 
должны удовлетворять коордизаты (2, у, 2), которыя мы привяли за ко- 
ординаты полюса. СлЪдовательно (654) и (655) суть уравнешя полод\и, 
которая представляетъ собою, поэтому, пересфчен!е эллипсоида инерци 
(655) съ поверхностью 2-го порядка (654). 
Помножимъ (655) на и и вычтемъ изъ (654). Нозучимъ: 


4(4—р)=+ В (вр +с (6-я =о . (656) 
Р р р. 

Это уравнеше однородное 2-го порядка есть уравнеше конуса 2-го 
порядка. Какъ извфстно изъ аналитической геометрш, кривая, представ- 
ляемая системою (654) и (655), представаяется также системою (655) и 
уравненя (656), выводимаго изъ (654) и (655). Итакъ: полодя предета- 
вляетъ собою пересфчеше эллипсоида инерши (655) съ ковусомъ 3-го. 
порядка (656). 

Для того, чтобы ковусъ (656) не былъ мнимымъ, необходимо соблю- 
ден!е условйя: 


а 
АС 


которое равносильно такому условию: 


г р 
У В => У = 
которое очевидно, потому что состоитъ въ томъ, что разстояше ‚р васа- 


тельной плоскости отъ центра эазиисоида было бы не больше его боль- 


® & 
шой полуэси УЕ и не меньше его мевышей полуоси уе 


® В 

Если = А или —, = С, то конусъ вырождается въ дв мнимыя 
плоскости, пересфкаюнияся по дЪйствительной прямой, совпадающей съ 
осью 2 или съ осью 2. Въ этомъ случаъ полодя превращается или въ. 
точки с, с’, лежащя въ ковцахъ большой оси или въ точки а, а', аежа- 
я въ концЬ малой оси (фиг. 104). 

Если рее В, то конусъ вырождается въ пару плоскостей, опредфляе- 
мыхъ уравненемъ 


на ные. (85) 
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и проходящихь чрезъ среднюю 0еь. Въ этомъ случаь полойя состоитъ 
изъ эллипсовъ еи е' (фиг. 104). 
Такъ какъ конусъ (656). имфеть т же плоскости симметри, какъ и 
_ эалипеоидъ, то каждая изъ остальвыхъ полодЁЙ состоитъ изъ двухъ замк- 
_ нутыхъ вЪтвей, симметрично расположенныхь относительно дфаметраль- 
ныхъ плоскостей эллипсоида. Каждая такая вфтвь имфеть четыре вер- 
нивы 1, 2, 1,3 (фиг. 104), для которыхъ ра- 
дусъ векторъ принимаеть минимальныя и 
максимальныя значеня. Въ течен!и движеня 
тВла одна изъ вфтвей полоди катится по ка- 
сательной плоскости, и ее именно мы и раз- 
сматриваемъ. 

Другая вЪтвь катится по другой касатель- 
ной плоскости параллельной къ первой. 

Мы полагаемъ, что А > В>> Си, соотвфт- 
ственно этому, большая ось эллипсоида совпа- 
даеть съ осью 2, средняя съ осью у, малая 
съ осью =. Обозначимъ вершины эллипсоида, 
зрезъ а, @', 6, 6, с, ©'. Сообразно съ тЬмъ, 
какъ направлень моменгь С импульсивной 
пары, сообщившей тфлу движен!е, и какъвеликъ этоть моментъ, получаемъ 
изъ (652) и различныя величины для р и для и 

Если &= А, то’ конусъ (656) вырождается въ ось 2, и полодя пре- 
вращается въ вершину @ или а’. Если -; немного меньше А, то пододя 
состоитъ изъ небольшой замкнутой кривой /, окружающей а, и изъ сим- 
метричной ей кривой /', окружающей а’. Съ уменьшешемъ я и ви. 
выя удаляются оть а иа'. При т=В полодя предетавляетъ собою два 
‘залипса е ие’. Точно такъ же: при я= С полодя состоитъ изъ точекъ 

— еис; съ увеличением она обращается въ двЪ кривыя окружающя с 
ис; съ дальнфйшимъ увеличешемъ * эти вривыя удаляются оть си с'. 
Наконець при = В получаются прежше эалипсые ие". Воть какъ рас- 
положены различныя `полоди на эллипсоидь инерши данваго твла. Но 
аля даннаго движеня служить только одна изъ этихъ полодйй, и на одну 
изъ неподвижныхь касательныхъ плоскостей она опирается одною только 
зтвью. 

Чрезъ каждую точку поверхности эллипсоида иверщи проходить одна 
‘какая-нибудь полодщя. Изъ всёхъ этихъ полод@ опредфляетъ данное дви- 
_жеве та, которая проходить чрезъ точку т, въ которой эллипсоидь 
изерши пересфкался мгновенною осью въ началь движешя. Эта полодя 
бтлеть опираться въ теченш движея на ту касательную плоскость, ко- 
рая касалась съ эллипсоидомъ инерщи въ точк$ 7%, въ начал движен!я. 
И. Б. Делоне. — Курсь теоретической механики. 2 изд. и 
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$ 285. Герполодя. Радусъ - векторъ р герполоди, проведенный изъ 
основаня Р перпендикуляра, опущеннаго изъ центра тяжести на непод- 
вижную плоскость, служить катетомъ въ треугольник$, другой катеть ко- 
тораго р и гипотенуза х. Поэтому 


р... к 69 


Изъ теорйи полощи мы видфли, что г измфвяется между своими ми- 
нимальными и максимальными значенями, соотвфтетвующими вершинамъ 
эллипсоида. Слфдовательно радусъ-векторъ р 
герпозоди имЪфеть максимумъ и минимумъ р, 
и р. Поэтому герполодя заключается межлу 
концентрическими окружностями, описанными 
радусами р, и р, изъ точки Р (фиг. 105), 
и послфдовательно касается этихъ окружно- 
стей. 

При этомъ, какъ это показали Незз и 
Зрагге (Сотрёез гепфиз, 1884), герполодя не 
имфеть точекъ перегиба и обращена вогну- 
тостью къ освованю Р перпендикуляра. 

Дуга т,, т, герполоди отъ точки соприкосновешя съ внутреннею 
окружностью до точки соприкосновеня съ внфшнею окружностью прохо- 
дится полюсомъ въ то время, какъ на полоди онъ проходить дугу оть 
одной ея вершины до слфдующей, и потому равна 1 всей полоди. По- 
этому, когда полюсъ пройдетъ на эллипсоидь всю полодшю, онъ пройдеть 
на герполоди дугу, на которую опирается уголъ 4 (т, Рт,). Если этотъ 
уголь несоизмфримъ съ х, то герполодя не замкнутая кривая. Если же 
этоть уголь соизмтримь съ т, то герполодя замкяута. 


Если = А или г — С, то полодя предетавляетъ собою точку (вер- 
шину одной изъ осей эллипсоида) и герполод1я представляеть собою тоже 
точку, и тВло вращается около оси, проходящей чрезъ эту точку. 

Если г = В, то полод, какъ мы видфли, представаяеть собою эллипетъ, 
малая ось котораго равна Усе Движене происходить такъ, что этоть 
эллиисъ опирается на неподвижную касательную плоскость, постоянно 
уменьшается, герполод1я обращается въ спираль ассимптотически прибли- 
жающуюся къ Р; или х увеличивается до соприкосновеня герполоди съ 
внЪшнею окружностью и потомъ уменьшается, приближаясь ассимитоти- 
чески къ Р; вся герполодя представляется кривою, состоящею изъ двухъ 
симметрично расположевныхь спиралей. 

Если эллипсоидъ инерщи есть эллипсоидъ вращеня, то и полодя и 
терполощя суть окружности. 

Если эллипсоидъ инерщи есть сфера, то полодзя и герполодя суть точки. 


— 359. — 


$ 286. Устойчивость движешя около главныхъ осей. Если первона- 
чальный импульсъ направленъ тавъ, что тёло начинаеть вращаться около 
оси, составляющей весьма малый уголъ съ большою или съ малою осью 
эллипсоида инерщи, то полодя, какъ мы видфли, представится маленькою 
замкнутою кривою, окружающею конець большой или малой оси. Слфдо- 
вательно: если начальное вращен!е происходило около большой или малой 
оси, то такое движеше устойчиво, такъ вакъ, при малыхъ отклоненяхъ 
оси вращен1я, не произойдетъ большого измфненя въ движени. 

Если же первоначальное движене происходило около оси, составляю- 
щей весьма малый уголъ со среднею осью эллипсоида инерши, то полодя 
будеть большая замкнутая кривая, окружающая конецъ большой или ма- 
лой оси; полюсъ, идя по этой кривой, уходить оть своего первоначаль- 
наго положешя на конечное разстояще, и движеше значительно изм$- 
вяеть свой первовачальный характеръ. Поэтому, если начальное вра- 
щене происходило около средней оси, то движеше неустойчиво, такъ 
какъ, при малЪйшемъ отклоневши оси вращеня отъ своего первоначаль- 
наго положен!я, она будетъ отклоняться отъ него все болфе и болфе, 


$ 287. Независимость вращательнаго движения около центра тяжести. 

Перейдемъ къ какому угодно движен!ю свободнаго абсолютно твердаго 
тфла, не имфющаго ни одной неподвижной точки и подверженнаго дёй- 
ствю какихъ угодно силъ. 

Свободное тЬло способно вращаться около любой оси, Поэтому къ 
вему приложимо начало площадей, которое, по отношев!ю къ оси 2, вы- 
ражается уравиенемъ: 


Обозначая чрезъ 2, у, 2, координаты цевтра тяжести и полагая 


= 


у=учу 
аи 


получим: 
„Фу сах ( ау а 5 
Ут (: ав у а) ав У ав Ут = Ут (2У — ух) 
такъ какъ лъвая часть измнится оть перенесен!я начала координатъ 


Первоначальное положене начала координатъ произвольно, и мы можемъ, 
‘его выбрать такъ, чтобы оно въ данный моменть совпадало съ цевтромъ 


тяжести. Тогда 2 = 0; У=0, и получимъ: 


"(2 Зе у ше) =" у —у% 


17* 
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Таыя же уравневя получимъ для моментовь паръ направленныхь 
по осямъ хи у. Эти уравнешя совершенно такя, как1я бы мы получили, 
если бы центръ тяжести быль неподвиженъ въ начал координатъ. Но 
имэнно ими и опредфляется вращене около цечтра тяжести. 

Итакъ: п0дь вёящемь какихь бы то ни было силъ вращеше около 
центра тяжести происходить так», какь будто бы онъ быль неподвиженз. 

Воть почему содержащееся въ предшествующихъ параграфахъ изслф- 
дован!е движешя около центра тяжести имфеть особенно важное значен!е 
оно особенно важно вслфдстве слфдующихъ соображен!й. Согласно началу; 
сохранешя движен!я центра тажести онъ движется такъ, какъ будто бы 
масса всего твла была сосредоточева въ немъ—какъ будто бы вс силы 
были приложены къ нему именно. Поэтому движен!е свободнаго твердаго 
тЬла можно изелфдовать такъ: опредфлить движен!е цеятра тяжести, какъ 
будто масса тьла была въ немъ сосредоточена и всф дЪйствующия силы 
перенесены параллельно самимъ себф такъ, что точка ихъ приложеня 
находится въ цевтрф тяжести. Затьмъ останется разсмотрфть движеше 
тЬла, уже свободнаго отъ дфйствя силъ, около центра тяжести какъ около: 
неподвижнаго и сложить оба эти движешя. Движеве же около центра. 
тяжести безъ выяшя внфшнихъ силъ именно таково, какъ движеше тя- 
желаго тьла около центра тяжести, такъ какъ дЬйстве тяжести въ этомъ. 
случа уничтожается противодфйствемъ точки опоры. 


$ 288. Движене тяжелаго абсолютно твердаго тЪла около неподвиж- 
ной точки, помфщенной не въ центрф тяжести. Итакъ, изслфдован!е дви- 
женя тяжелаго абсолютно твердаго тьла около центра тяжести, изложен- 
ное въ 5$ 275—286, представляеть обийй интересъ какъ главная часть. 
изслфдовая какого бы то ни было движеня свободнаго твердаго тфла. 

Но и движеше тяжелаго абсолютно твердаго тфла около неподвижной 
точки, несовпадающей съ центромъ тяжести весьма интересно, потому что. 
таково движен!е коническаго маятника, жироскоповъ и волчковъ, а также 
въ особенности потому, что аналитическая механика въ своемъ постепен- 
номъ развит!и сталкивается съ необходимостью рышить эту задачу, пред- 
ставляющую собою интегрироваше диффереящальныхь уравнен! (617) 
въ томъ случа, когда правыя ихъ части не равны нулю. Это интегри- 
роваше въ настоящее время исполнено только въ ифкоторыхъ частныхъ. 
случаяхъ. 

1) Случай РотзоЁ движеше около центра тяжести, изслЪдованное въ 
$ 275—286. Въ этомъ случаф правыя части уравнен!й (617) равны нулю 
и (617) принимають видъ (618). Этоть случай особенно важенъ, какъ 
основан!е изслфдованя какого-бы то ни было движеншя свободнаго твер- 
даго тБла (планетъ, артиллерййскихь снарядовъ, коническихь пул и пр.). 

Случай [ладтапде’а. Неподвижная точка находится на оси эллип- 
соида инерцш, который, для неподвижной точки, есть эллипсоидъ враще- 
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ня. Лагранжъ далъ полное авалитическое рфшен!е этой задачи. Якоби 
далъ геометрическое представлеше, заключающееся въ слфдующемъ: 

Теорема Якоби. В» случаю Лагранжа тъло движется по зако- 
нам» случая Пуансо въ друюмъ воображаемомь ттълъ, которое само дви- 
эжетсл по законамъ случая Пуансо. 

3) Случай Ковалевской. Наша соотечественница С. В. Ковалевская 
дала аналитическое рЬшене того случая, когда эллипсоидь инерщи 
для точки опоры есть эллипсоидь вращения. такъ что А = В = 20 и 
центръ тяжести лежитъ въ экваторйальной плоскости этого эллипсонда 1). 
За свой мемуаръ Ковалевская получила большую премю Парижекой Ака- 
деми Наукъ. Главная заслуга этого мемуара заключается въ томъ, что 
Ковалевская нашла, кромЪ извфстныхь интеграловъ площадей и живой 
<илы, еще трет! алгебраическ! интеграль. Авторъ настоящаго курса 2 
показаль, что этоть интегралъ, въ частномъ случа, распадается на два 
интеграла, такъ что всего получается 4 злгебраическихь интеграла до- 
статочвыхъ для опредфлевя обоихъ аксоидовъ. Проф. Г. Г. Аппельроть 
показальъ 3), что въ этомъ случаф нЪкоторая прямая равномфрно вра- 
щается около неподвижной точки въ нфкоторой плоскести. 

Проф. Б. К. Мдодзфевск!й *) показалъ, что въ нЪкоторомъ еще боле 
частномъ случаз ®,, ®,, ®, выражаются алгебраически чрезъ время &, 
такъ что, съ математической точки зрывя, движене въ случа проф. 
МлодзЪевскаго проще движев!я математическаго маятника (опредфляемаго 
эалиптическими фувкшями). Проф. Н. Е. Жуковсьй °) нащелъ геометри- 
ческое значене постояннаго Х въ случаз Ковалевкой, Такимъ образомъ 
‘работа С. В. Ковалевской получила широкое развите въ трудахъ рус- 
скихъ ученыхъ. 

4) Случай Незз’а. Гессъ °) вашелъ также трет! ивтегралъ въ томъ 


1) 5. Коющеша. «Зиг 1е ргоМёше 4е 1а га оп 4’ап согрв вое аабопг 
‘4’ал рошё Йхе». Асёа Мабрешайса. ХИ, 1889. 

?) Н. Б. Делоне: «Къ вопросу о геометрическомъ истолкован!и интеграловъ 
движен!я твердаго тфла около неподвижной точки, данныхъ 0. В. Ковалев 
екою». Матем. Сборн. ХТУ. 

«Алгебраичесв!е интегралы движен!я тяжелаго’ твердаго тьла». Спб. 1892 

3) Г. Г. Аппельроть: «Н+фкоторыя дополнешя къ сочиненю Н. Б. елоне» 
Труд. Ота. Физ. Наук. Общ. Любит. Естествозн. УТ. 

«Задача о движенш тяжелаго твердаго тьла около неподвижной точки» 

Москва, 1893. Е 

*) Б. Е. Млодэъевекй. «Объ одномъ случаф движешя тяжелаго твердаго 
32а около неподвижной точки». Матем. Сборн. ХУШ. 

3) Н. Е. Жуковский. «Геометрическая интерпреташя разсмотрьннаго С, В. 
Еовалевскою случая движевя тяжелаго твердаго тъла около неподвижной 
‘зотки. Матем. Сборн. ХХГ. 

*) Незз. Маетайзвеве Аппаен. +, 37. 
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случа, когда 
%—=0; А(В—ба?=С(А—В а А>В>О 
тдЪ 20, У», 2 координаты центра тяжести относительно главвыхъ осей 
инерщи точки подвфса; А, В, С моменты инерщи относительно этихъ 
осей. Этотъ случай былъ изелфдованъ съ необыкновенною полнотою опять- 
тяки русскими математиками !), при чемъ Б. К. Маодзфевсый и П. А. 
'Некрасовъ показали, что въ этомъ случаф задача приводится не къ одно- 
значнымъ, а кЪ мноюзначнымь функщямъ времени. Н. Е. Жуковсьй по- 
казалъ, что движене тБла въ этомъ случаф управляется движевемъ сфе- 
рическаго маятника и нфкоторымъ локсодромическимъ движен!емт. 
Теорйя движешя твердаго тфла около неподвижной точки необыкно- 
венно ясно и красиво изложена въ книг Клейна (Тиеоте 4ез Кгейзе]з. 
уой Юеш ип@ ботитег{е]4), въ которой авторы попутно знакомять чита- 
теля съ общею теорею функц! и съ теорею эллиптическихъь функций. 


$ 289. Аналитическое изслфдоваше движеня абсолютно твердаго тфла 
около неподвижной точки. Теперь познакомимся съ формулами движешя 
абсолютно твердаго тфла, употребляемыми въ большинств$ сочинен!й по меха- 
ник%. Знакомство съ ними необходимо во-первыхъ потому, что это формулы 
классичесыя, и во-вторыхъ потому, что онф намъ понадобятся впослфдетви. 
Изберемъ подвижную систему осей коордивать 0: Оч, 0%, неизм%- 
вяемо соединенную съ тёломъ, и неподвижную свстему осей координатъ 
Оз, Оу, Оз, имфющую начало тоже въ неподвижной точкВ. Имфемъ фор- 
мулы преобразовав!я координатъ: 
= а бт +сб 
ужа бщ-ноб „зэН З5 а >, В 
2 = а + Бщ + 65, 
ТВ а. 6, са, Б, с, а", №, с',— суть косинусы угловъ, составляамыхь 
подвижными осями координатъ съ неподвижными. Между этими косиву- 


сами, какъ извфетно изъ аналитической геометрш, существуютьъ соотно- 
шения: 


4-5 "ЕТ 


а В? +. 6 =1 


а" 62" + 6" =1 


1) И. 4. Некрасов. Матем. Сборн. ХУТ, ХУШ. 

Б. К. Маодзтевскйй н Ц. А. Некрасов: «Объ усломахъ существованйя ассимп- 
тотическихъь перюдическихь движев! въ задач Гесса». (Труд. Отд. Физ. 
Наук. Общ. Люб. Еств.) У1, 1898. 

Н. Е. Жуковой. «Поксодромичесьй маятнивъ Гесса». (Труд. Отд. Физ. 
Наук. Общ. Люб. Еств.), У,1893. 
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а + ОМ + ее =0 
а’а-- 95 + ес =0 ЕЛЕНА {7:11 


аа' + + ' =0 


а? а а? =1 
НЫ 92 =1 сора О 
ее 6 =1 
ее + с" =0 
О их. ЕЕ (663) 
26 - а - а" =0 
а = 6" — с; а = Ве — 66; а =ы' — с 
$ — са” —а'6'; И = ба ас; И = а — Бе . . (664) 
е=аБ' — а’Б; с =а'Ъ— Ба; с" = аб — Ба 


Продифферевцируемъ по & уравненя (659), принимая во вним | 
что 6 1, © какъ координаты точки твердаго тфла относительно осей не- 
измфняемо соединенныхъ съ тЬломъ, не измфняются. Получимъ: 


а, @ 4 4 


а 
4 
а В м (665) 
и, 84 
@ `& @ @ 


Производныя, стояпия въ лфвыхъ частахъ этихъ уравнений. суть про- 
зожешя скорости точки э на неподвижныя оси. Обозначая чрезъ м, ©, ю 
проложен!я этой скорости на оси модвижныя, получимъ по правиламъ 
аналитической геометрии: 


РО 
О Г 
Ч ы@ 

Я |... : 666) 
ау „ @= 


> Дифференцируя 1-0е изъ уравнен! (663), получимъ: 
= саБ = саб -- гаг = — (Бас + Бас + 54"). 
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'Называя чрезъ р4ё каждую изъ величинъ, стоящую въ одной части 
этого уравненя и называя ра и 7@{ части такихъ же уравненй полу- 
чаемыхъ изъ остальвыхъ двухъ уравнев!й (663) получимъ: 


раЕ = саб -- ва’ + с’а5" = — (Бас - Б'ас' - "ас" 
44 = а4с + и'ас' + а'с@* = — (еда = с'аа' + в'аа" (667) 
хаЁ — 54а = аа’ + "аа" = — (ааь-н а'р' = а’ 


Дафференцируя (662), получихъ: 


ада = а’да’ — а’4а" = 0 
ЪаБ -- рав’ - 545" =0}...... . (668) 
с4е + с'4е’ - с'ае =0 
Помноживь 1-0е изъ уравненй (665) на а, 2-06 на а’, 3-е на а" 
сложивъ и сообразуясь съ (667) и (668), получимъ: 
ИОВА 05 ЗА .. (669) 


Такимъ же образомъ найдемъ два друйя подобныя же уравнешя, по- 
лучаемыя также изъ (669) циклическою перестановкою. Всего получимъ 
три уравнешя: 


и=%—м 
а: 3: не (670) 
и=рт— 4 


Найдемъ теперь точки, не имфюция скорости въ моменть &, дая ко- 
торыхъ, сафдовательно: и—0; ›=0; ш=0. Для такихъ точекъ урав- 
неря (670) дадутъ: 


&№—т=о 
и—ж=о о --- (671) 
тТ— 4 =0 
Отсюда: 
лы 
И 672 
ра с. (672) 


„Эти уравневя (672) показываютъ, что точки, неимфющя скорости въ 
моменть 1, расположены на прямой, выражаемой этими уравненями (672). 
`Эта прямая и есть то, что мы называли мгновенно осью. Подагая 
р-н 4’ +" = п? видимъ, что мгновенная ось составляеть съ осями 
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координатъ углы, косинусы которыхъ равны 
рат 


п п п 
Скорость У точки т получимъ изъ’ 
ни = (5—7 (5 — 2%) + 1-9. 
= (++) @ +8) — фм 4). 
Если разстояве точки т оть О’ обозначимъ чрезъ В, то: 


ху \* 
м, 
а: эвм + ®) 
= "А? [1 — 603? (В, ®)] 
= п? т? (В, п). 
Отсюда 
У = Аз (В, м). 
Но В зп (В, п) есть разстояне 8 точки отъ мгновенной оси. Слфдо- 
вательно 
У=6.:» 


Но если ® есть угловая скорость около мгновенной оси, то: 
У = 4%. 


Итакъ и =. Поэтому р, 9, т суть тЬ самыя проложешя угловой 
скорости « на оси +, м, $, которыя мы обозначили чрезъ ‹,, ‹,, ®,. Ихъ 
иначе называють вращен!ями около осей Ё, м и 5. 

Пользуясь формулами этого параграфа, можно было бы изложить всю 

| теоршю вращенйя тфла около неподвижной точки, которую мы вывели, поль- 
зуясь премами англйскихъ математиковъ. 


$ 290. Эйлеровы независимые углы. Формулы предыдущаго параграфа 
‘очень симметричны, но содержашцеся въ нихъ 9 косинусовъ а, 6, с, а',6', с', 
а’, 6', с’ связаны между собою равенствами (660)—(664). 

Эйлеръ показалъ, что достаточно трехъ угловъ для полнаго опредф- 
зевя положешя подвижной системы осей координатъ, имфющихъ общее 
вачало съ неподвижными осями координатъ. Эти углы суть слфдующе 
{фаг. 106): 

б— составляемый осями. 2 и $; 

$ составляемый плоскостью (2, 5) съ плоскостью (5, &), 

$ составляемый плоскостью (г, ©) съ плоскостью (2, 2). 

Представимъ себф, для поясненйя, что сфера описанная около О ра- 
Ытсомъ раввымъ единиць, пересЪфкаеть подвижныя осн {, т, $ соотвЪт- 
‘ственно въ точкахъ 4, В, С (фиг. 107), а неподвижныя оси 2, У, 2 с0- 
‘чатвётственно въ точкахъ Х, У, 2. 
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Еели подвижныя оси совпадали прежде съ неподвижными, то мы, поль- 
зуясь только поворотами на углы $, 0, ф, можемъ привести подвижную 
систему въ настоящее ея положеше (фиг. 106); для этого: 1) отодвинемъ 
плоскость (<, {) на уголъ ф отъ плоскости (2, 2) вращешемъ подвижной 
системы около совпадающих осей С и 2; 2) отодвинемъ, затВмъ, ось © 
оть оси 2 на уголь 6 вращешемъ около оси м, н 3) отодвинемъ плос- 
кость (<, &) оть плоскости (2, ©) на уголь ф вращешемъ около оси $ на. 
уголъ 9. 

Условившись въ направлени этихъ вращев!й, получимъ вполнф опре- 
дфленное положеше подвижныхь осей, совпадающее съ даннымъ. Слфдо- 


Фиг. 107. Фиг. 106. 


вательно достаточно трехъ Эйлеровыхъ угловъ для опредвленя положен!я 
подвижныхъ осей. Эйлеровы углы независимы между собою; въ этомъ за- 
ключается большое ихъ преимущество, но недостатокъ ихъ въ томъ, что 
они дають менфе симметричныя формулы. 

Найдемъ теперь соотношешя между ®,, ®,, ®,; и 0, ф, 4. 

Опустимъ перпендикулярь СМ№ изъ С на 0. 

Слагающая скорости точки С перпендикулярная къ плоскости 02 


м, 
равна СМ я или, что то же, зт 0. га 


Слагающая скорости точки С по 2С равна к 

Но движеше точки С’ опредфляется также вращенями ®, и ®,. 

Поэтому взаимно перпендикулярныя скорости ши зт 0 де Изобра- 
жають ту же скорость точки С, какъ и взаимно перпендикулярная ско- 
рости ®, и ®,. Слфдовательно между тёми и другими скоростями суще- 
ствують тая же соотношешя, какъ между двумя системами плоскихъ, 


координатъ: 49 Е 
ф = 11 ф-+- ©, 005$ 
Е] 


= — ®, 08 фр ®, зто 
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и наобороть: 
ах: 4. 
© =. 9—1: 800. 089 
ав ау. р ое аксы . (674) 
6, — д: 8 -т зт 0. зтф 


Опустивъ перпендикуляръ на 07 изъ точки пересфчешя Е плоскостей 
(2, 5) и ($, м) видимъ, что слагающая скорости точки Е перпендикуляр- 


ная къ ДЕ равна 49 в (2, Е) или, Е 


Скорость точки -4 относительно Е по ЕА равна 17 . т (С, 4) или, 
то то же д). Полная скорость точки А по АВ т поэтому 
4 @ 


д ° 


Но она равна также ®,. Поэтому 


ш, =: 


Уравнешя (674) и (675) представаяютъ собою зависимость между 
эйлеровыми углами 0, ф, ф, опредфляющими положене тфла въ простран- 
ств и угловыми скоростями ®,, ®,, ®, около подвижныхъ осей. 

Скорости ®,, ®,, ®, находятся путемъ указаннымъ въ 5$ 274 и 275, 
то-есть интегрировавемъ уравнемй (617). Положен!е тфла въ данный 
моментъ находится затЬмъ интегрировашемъ уравнен!й (674) и (675) и 
опредфлешемъ изъ нихъ эйлеровыхъ угловъ по полученнымъ ®,, ®,, ®; 
и по начальнымь даннымъ. 

Зная же эйлеровы углы, можно или непосредственно по нимь пред- 
ставить себЪ положеше твердаго тла, неизиВняемо соединеннаго съ под- 
вижными осями, или, если это нужно, опредфлить по 0, ф, ф косивусы 
а, с, а, В, с', а’, В", с' по формуламъ, приводимымь въ аналитической 
теометрш. Эти формулы выводятся по извъствой формул сферической 
тригонометрн 

608 а = 608 В. с08 1 + зт В. тт. с А... .. . (616) 
гдь а, В, 1—суть стороны сферическаго треугольника; 4, В, С—противу- 
лежалще углы. 

Продолжимъ дуту (2, у) (фиг. 106) до пересъчен1я № съ плоскостью (1). 
Тогда уголъ 

= МЕ = 6; Му=%; Мх = 90° +4; М: = 90° — $. 
Прилагая формулу (676) къ сферическому треугольнику 2%, получимъ: 
а — 00$ (2, ) = — 1$. зтф -+ 005 . 608 . 603 0. 
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Прилагая (676) къ другимъ сферическимъ треугольникамъ, получим. 
а = —5т4.зтф-+ е0зф. с0зф. с08 0 
а' = 608 ф .зтф + 3тф . с08ф, 2086 


а" 


— т. с08ф 
ь 


' —= 608 {. сз ф— зтф.зтф, 080 2. в) 


— ТФ. 608$ — с08ф.зтф. с0з 6 


Би — 10, зтз 
с=3зт0. с 

230. ту 
с" — 6030 


ОТДЪЬЛЪ У. 
Относительное движен:е. 


ГЛАВА 1. 
Относительное движен!е точки. 


$ 291. Движене точки по лини, которая сама движется. Представимъ 
себЪ, что точка 7 движется по кривой ММ№"" такъ, что въ посдфдова- 
тельные безконечно близые моменты оказывается въ М, №, №', №", №". 
Положимъ (фиг. 108), что въ то же самое время кривая МЛМ” сама 
движется такъ, что въ моменты, упомянутые выше, принимаеть положе- 
ня 1, П, Ш, ГУ. Такое двоякое движеше за 
ставляеть точку находитьея послфдовательно въ 


= 


положеняхь М, т, т’, т’, т"'. 7 дв М" 
Движен!е точки т по кривой ММ№"”' назы- 

вается относйтельнымъ. м) 
Движен!е самой кривой ММ" называется М 

‘уносящимь. И 
Истинное движен!е точки чрезъ положення м 

М, т, т',т', т" называется абсолютным. Фиг. 108. 


Муха, летящая въ вагон движущагося по- 

Фзда, совершаеть, относительно вагона движеше (относительное). Движе- 
зе вагона есть движеше уносящее. Вслфдстше совокупности этихъ двухъ 
движен! муха совершаетъ, относительно мфетности, по которой вагонъ 
деть, абсолютное движене. 

Лодка переправляющаяся чрезъ рфку, совершает движен!е относизиель- 
мое по воДЪ, унослщее движен!е которой, слагаясь съ относительнымь 
движешемъ лодки, заставляеть лодку выполнять абсолютное движеше по 
отношеню къ берегамъ. 

Можно сказать, что мы наблюдаемъ только относительныя движеня, 
потому что самая земля совершаетьъ весьма сложное движеше обращаясь 
©5040 солнца, вращаясь около оси и участвуя въ общемъ полет солнеч- 
вой систёмы среди звЪздныхъ м!ровъ. Поэтому изсл5доваше относитель- 
ваго движешя чрезвычайно важно для понаманя наблюдаемыхъ явлений. 


= 


$ 292. Скорость въ относительномъ движен!и точки. Обозначивъ чрезъ 4! 
безконечно-малый промежутокъ времени, въ течен!и котораго точка про- 
ходить по относительной траектор!и (по движущейся кривой) элементь ММУ 
(фиг. 108) и по абсолютной траекторйи элементь Мт, замфчаемъ, что 
въ предфав элементы ММ, Мт и ММ' можно разсматривать какъ прямо- 
линейные, какъ элементы касательныхь проведенныхь въ М къ кривымъ 
ММ" и Мт'" и ММ" и что скорости; 

®,—относительнаго движен!я, 

«,—уносящаго движешя и 

®,„—абсолютнаго движев!я; 
выражаются какъ: 


> ММ 

©, = 1лт о 
.. ММ’ 

$, = Гат а. > . (578) 
. М 

®, = Гат таг 


Сафдовательно скорости т, и х, пропоршовальны сторонамъ параллело- 
грамма ММ№ М, скорость же ®, пропорщональна его дагонали. 

Поэтому: ©, есть зеометрическая сумма скоростей у, и ®„ то-есть 

=, 

Здфеь черточки обозначаютъ, что сумма берется геометрическая, а не 
алгебраическая. 

Иначе говоря: абсолютная скорость точки выражаетвя длалональю 
параллелорамма, построенною на скоростяхъ относительнало и унося- 
эщало движений. 

Не такъ просто опредфляется ускореве абсолютнаго движен!я. 

$ 293. Ускореше абсолютнаго движеня. Теорема Корюлиса. Предста- 
вимъ себф, что точка т проходить по относительной траектори ММ 
(фиг. 109), въ течени безконечно-малаго промежутка времени 4, путь М№; 
сама же относительная траекторйя ‘привимаеть, въ концё этого проме- 
жутка времени, положенше М'№. Это перемфщен!е относительной траекто- 
ри можно разсматривать происшедшимъ отъ перенесендя ея въ парал- 
дельное положене 2№'№' и отъ поворота изъ положешя М'М№' въ поло- 
жеше М'М№" около оси МО’. 

Если бы на точку не дЪйствовали никак! я силы, а она двигалась бы 
только подъ вмяшемъ скоростей с,, ®,у,, то она прошла бы равномфрио 
и прямолинейно пути: 

МЛ = И. . @—въ относительномъ движени, 
МВ = УТ, . @-въ уносящемъ движеи .. - (680) 


МА = У, . @—въ абсолютномъ движени, 


РАЯ 


Подъ дЬйстйемъ же силъ точка пройдеть друме пути: ея скорости 
получать приращев!я. Благодаря малости 4 можно допустить, что въ те- 
чаши 4 силы не измфняются ни по величин, ни по направлению, велфд- 
стве чего движене происходить въ течеши 4 равномфрно ускоренно, 
и, согласно (30), подъ вмявемъ силъ точка т проходить еще пути: 


2 

ФМ=},. к въ относительномъ движени, 
. 

АМ'=),. 9 въ уносящемь движени, 


Аве. . у въ абсолютномъ движен!и, 
тдВ 7), )„)„——суть ускорешя въ этихъ движеняхъ. 

Эти пути, слагаась съ путями (680), и приведутъ точку въ ея поло- 
женя №, М' и №. 

Соединииь № съ №' прямою и построимъ параллелограммъ ДММ’С. 
Фигура М'СОМ№'", согласно построевю, равна фигурё МОМ и всВ соот- 
вфтствующёя части этихъ фигуръ взаимно параллельны. Слфдовательно 
АСи ВМ', какъ прямыя, соеднняющйя концы равныхъ и взаимно-парал- 
. дельныхь прямыхь М'Си ВА, 
раввы и взаимно параллельны 


7 
46 = вм' =},. @. 


Фиг. 109. Фиг. 110, 
'Начертимъ, для ясности, отдльно (фиг. 110) фигуру А№"М№"С. Здфеь: 


де. @0 


‹ 
ви = он=у,. 


буи в. 
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Опредфлимъ сторону №". Если мы примемъ за направлене этого 
вектора направлене оть № къ №, то, припоминая, что послФдняя сто- 
рона многоугольника равна геометрической сумм остальныхъ сторонъ, 
считаемыхъ въ обратномъ направлени, получимъ изъ фиг. 110. 

. а (2 т 


0 Десаеые 2 —9 НЕ 


.... (681) 


Обозначивъ чрезъ « . 4 уголъ, на который №'М№' повертывается около 
оси ОМ', чтобы придти въ положене М'№” и опустимъ изъ № пер- 
пендикулярь №0 на ось ОМ" (фиг. 109). 

Тогда: 

ЗМ О САИ. = р ЕО (682) 


тд © есть скорость вращеня, приводящаго 2/'№' до совпаденя съ №М'№“ 
Обозначимъ чрезъ х уголъ наклонев!я элемента М'№ къ оси ОМ., 
Изъ треугольника ОМ'М№" имфемъ: 


ОМ" — М Яле ие, АСЕ (683) 
Въ предфаф №М'М№ равно пути, пройденному точкою по относительной 
траекторш равному +, 4. Слфдовательно (683) обращается въ 
О№ — в, . зта. 4 
Подставивъ эту величину въ (682), найдемъ: 
№№" = в. зто. .ю. Ш =. в, . эта. (40. 
Поэтому (681) приметъ видъ: 
_ (99 
ат 


С) И о. в, . зта (40° 


|. 


ДЕД вю. та ..... „ (684) 


Это уравнен!е и выражаеть собою слфдующую теорему Королиса: 
ускореше абсолютна движешя равно зеометрической суммь треть уско- 
рений: ускорешя }, уносящазо движешя, ускорешя у, относительна дви- 
‘женя и особазо ускорешя 2%,.®. зта. 

Итакъ: при относительномь движени появляется особое ускореше 
2%,.®. 5т а равное удвоенному произведен!ю скоростей относительной ь, ‚ 
вращательной © и синуса угла а, составляемаго относительною скоростью 
съ осью вращеня относительной траектории. + 

Изъ чертежа (фиг. 109) замфчаемъ слфдующее: 
ускореме Зъ, . ю зт а перпендикулярно къ относительной скорости т, и 
кз оси вращеня ОМ' и направлено в» ту сторону, в» которую вращене 
перемьщаеть стрълку, направленную по относительной скорости. 


рр" 
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$ 294. Сложное центробъжное ускореше. Изъ (684) слфдуетт: 
л=+СЛ+С2%.®.3та)..... (685) 
Величина (—2»,.® .зта) называется сложнымь центробъжнымь 
‘ускоремемь или ускорещемь Королиса. Согласно $ 293: сложное центро- 
бъжное ускореше перпендикулярно ко 5, и къ ОМ' и направлено въ сто- 
рону противуположную той, куда повертывается стрълка направленная 
по относительной скорости. 
Если мы будемъ считать его положительнымь по этому направленю 


(въ сторону противуположную той, куда повертывается относительная ско- 
рость), то его величина равна: 


Итакъ, при относительномъ движеви точки, имфющей массу зи, по- 
является особая сила равная 27%, . ®*. зта. 

Въ нёкоторыхъ случаяхъ можно ожидать появленя этой силы съ пер- 
заго взгляда на наблюдаемое явлеше. Положимъ, напримфръ, что стрф- 
локъ стрфляеть пулей изъ ружья, держа стволъ ружья горизонтально и, 
во время выстрфла, быстро повертывается слфва ваправо. Разсмотримъ 
движеше пули, пока ова идетъ въ ствол. Относительная ея траекторйя 
въ стволф прямолинейна. Абсолютная траекторйя, благодаря вращеншю 
ствола, криволинейна. Понятно, зто пуля, стремящаяся по основному за- 
кову Ньютона двигаться прямолинейно и принуждаемая вращешемъ ствола 
описывать криволинейную абсолютную траектор!ю, будетъ давить на стЁнну 
ствола, и, при вращени стрфлка вправо, давлеше это будетъ происходить, 
на ливую стфнку ствола. Это давлеше и есть та новая сила, которую 
даеть ускореше Кортолиса. 

Разберемъ теперь это явленше съ точки зрфвя изложенной теорйи. 
Корюолисово ускорене дьйствуеть въ сторону противуположную той, куда 
повертывается относительная скорость: вращали ствол вправо—давлен!е 
должно быть направлено влЪво. Ось, около которой вращался стрфлокъ съ 
ружьемъ, была вертикальна, а стволъ горизонталенъ, слдовательно уголъ, 
а — 90° и зта — 1. Давлеме пули на стволъ равно, слфдовательно, 
2У,.ю.т, гдЬ У, скорость пули въ стволф, т масса пули, ® угловая 
скорость вращен!я стрфлка. Если положимъ, напримфръ, что вЪеъ пули ра- 
венъ 20 грам. = 0,02 килограм., скорость « такова, что конець ствола, 
отстояший отъ оси вращеня на 1 метръ, обладаеть линейною скоростью 
У =1 метръ въ секунду и скорость пули равна 100 метр. въ 1 секунду, 
то ® = Т=Ь масса т, согласно (14), равна ов, килограмыт, 


а = 90°, зта’=1 
2.100.1.1.0,02 4 
0,981 о, 9Вт 


ЗИ,.ю. тах. т 


— 4,077 = вфсу 4077 грамм. 
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Лавлен!е на стволъ происходить съ силою равною 4077 грамм., то есть 
немного большею чфмъ вЪсъ 4 килограмм. 

Замфтимъ, однако, что давлене на стволъ происходить только благо- 
даря вращательному движеню. Дфйствительно, посмотримъ, производить ли 
пуля давлен!е ва стволъ ружья, если ружье, какъ бы то ни было скоро, 
перемфщается поступательно въ направлен!и перпендикулярном къ стволу 
съ равномфрною скоростью 7. Отрфшимся отъ дфйствя тяжести. Съ точки 
зрёвя теоремы Кор!олиса здсь: /, = 0;), =0; ®«=0, а потому и 7, =0. 
Давлене на стволъ равно нулю. 

Но положимъ, что мы не довфряемъ теорем Корюлиса. Изслфдуемъ 
движеше способомъ, указаннымъ въ $ 62-мъ. Возьмемъ ось 2 вертикально, 
ось у по первоначальному направленю ствола, ось 2 по направлено 
поступательнаго движен!я ствола. 

`Уравнев!е связи (ствола) будетъ 


Е — `УЁ 
# = 0. 
или 
ауд = — И=о 
ЕЕ === 0. 
Поэтому: у я 

О == = 
== ду =% 0; =0 
ая. = а. де 
9%  '0у 2 дите 


Формулы подобныя формуламъ (164) дадутъ: 
608 (№, 2) =1 ; 00$ (№, у) = 0 ; е0$ (№, #) =0 
608 (№, 2) =0 ; 03 (№,9) =0 ; едз (№, 2) =1 
Слфдовательно формулы (177) примуть видъ: 


тав = № 

= Е: Йен (687) 
422 2 
ав — ‚. 


Но 1-0е изъ этихъ уравнен!й не стоитъ и интегрировать такъ какъ 
интеграль его (конечное соотношене между 2 и 4) уже данъ написан- 
нымъ выше уравнешемъ 

=: 


изъ котораго сяъдуеть 4" = У, и такъ какъ У принято по усломямъ 
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задачи постояннымъ, то Е — 0. Поэтому (687) даеть №' = 0. Третье 
‘уравнен!е, благодаря условшю = — 0, даеть № = 0. Слфдовательно боко- 
вое давлеше на стволъ равно нулю, какъ и по теоремф Корюлиса. 
Изь другихъ двухъ уравнев!Й и изъ начальныхъ данныхъ получаемъ 
а 


- =0;8=0; Е =; у=о, .Ё. Искаючая { изъ поелёдняго урав- 
нешя и изъ уравненйя ствола, то есть изъ 

у=ь,.Ё 

= И ,Ё 


получимъ уравнене абсолютной траектори 


5, и У постоянны. Слфдовательно абсолютная траекторя есть прямая 
лин, наклоненная въ оси х подъ угломъ, тангенеъ котораго равенъ $ 

Какую же роль въ этой задачь играеть основной законъ Ньютона? 
На первый взглядъ можеть показаться, что движене было направлено 
по оси у и что, согласно 1-му и 2-му заковамь Ньютона, нужна 
‘особая сила, напримфръ давлене ствола на пулю для того, чтобы изм%- 
нить траекторю по оси у въ траекторю у —= г. 2. Но это только недо- 
разуме: скорость у, по стволу не есть начальная скорость; начальная 
скорость слагается изъ скорости ©, по оси у и изъ скорости У по оси 2; 
она равна поэтому Уз У? и направлена по прямой, составляющей 


®. 
съ осью х такой уголъ ф, что ф = у, то есть какъ разъ по абсо- 


лютной прямолинейной траектор!и у —= у 2. СлЪдовательно точка дви- 
жется именно по 1-му закону Ньютона: она получила начальную скорость 
У + 7? по прямой у = у= и движется равномфрно по этой прямой. 

Итакъ, сложное центробъжное, или Кор!олисово, ускореше и возни- 
кающая съ нимъ сила происходять только оть вращен!я ‹› относительной 
траекторйи, какъ это показываетъ и формула этого ускорешя 2%, , зта; 
если & — 0, то и это Корюлисово ускорене равно нулю. 

$ 295. Подмыванше береговь рЪфкъ. Королисовымъ ускорешемъ объ- 
асняется явлеше, наблюдаемое въ рЬкахъ, особенно въ тьхъ, которыя 
имфютъ меридональное направлеше. 

Положимъ, что рфка течеть прямо по мерижану съ сфвера на югъ въ 
ефверномъ полушар!и. Разсмотримъ движене частицы воды подъ геогра- 
‘фическою широтою а. Изъ чертежа (фиг. 111) видимъ, что траекторя 
‘застицы т составляеть съ осью вращеня земного шара уголь я. Если 
скорость движен!я частицы по течению обозначимъ чрезъ #,, то Корюли- 
ово ускорене будеть Зи, ® . зта. Оно вызоветь силу 2ть,.®. зта 
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направленную перпендикулярно къ оси вращеня земного шара и перпен- 

дикулярно къ рёкЪ въ сторону противуположную 

отклонению рёки, происходящему отъ суточнаго 

вращеня земли около оси, то есть съ востока 

на западъ или, иначе говоря, въ сторону пра- 

ваго берега рЪки. Частицы идушя у пра- 

ваго берега поэтому вапираютъ на него и под- 

мывають правый берегъ; мало но малу наирав- 

лене рЪфки перемьщается въ сторону праваго 

берега, какъ это замфчается особенно рфзко въ 

нижнемъ течени Волги и даже у Саратова. 

Фиг, 111. Чфмъ ближе къ экватору, тёмъ менфе эта и 
Корюлисово ускореше меньше. 

$ 296. Аналитическое изслфдоваше относительнаго движеня. Теорема 
Корюлиса можеть быть доказана аналитическимъ путемъ; но прежде чфиъ 
приступить къ этому доказательству необходимо познакомиться съ нфко- 
торыми кинематическими формулами. 

Представимъ себЪ подвижную систему прямоугольныхъ координать 
О'Е, О’щ, 0'5, имфюшую начало въ О’. Представимъ себф также нено- 
движную систему координать Ох, Оу, Ог, имфющую начало въ О. Пусть 
(Е, 1, ©) суть координаты разсматриваемой матерьяльной точки т относи- 
тельно подвижной системы; (2, у, 2) координаты точки эй относительно ‚ 
веподвижной системы; 2у, №, 2 координаты подвижнаго начала О. 

Между этими координатами существуют слфдующя формулы преобра- 
зовавя: 

2 = жд наф щ-св | 
уу не Ея р 
= + а’ + бт 5 | 

Задача наша состоить въ томъ, чтобы опредфлить соотношеня между. 
относительным» движешемъ точки т въ подвижной систем осей коор- 
динатъ, унослщиимь движешемъ самой этой системы и абсолютным» дви- 
жешемъ точки въ систем неподвижныхъ осей координатъ. 

Продифференцируемъ (688) по #, соображаясь съ тмъ, что точка мо- 
жетъ двигаться относительно осей Е, |, 5, такъ что коордиваты &, 1, $ тоже 
мВняются со временемъ. Получим: 


4%, |; 46,4, Ча иоаови оаановю 
ааа | ав ийакл пав авео Чет: бо 

ау _ ау ‚ 4а' 4-96’ ‚ & ‚ 1 ‚ & 
арта = (1 в ++) + #2 г Е . (689) 
4 _ 4 


аа" 45’ - 4" „ ЧЕ „ @1 „@% 
& а + (ата а ие 
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Величины, стояшйя въ лфвыхъ частяхь этихъ уравнен! (689), суть 
проложеншя абсолютной скорости точки (х, у, =). 

Величины, стояшйя до скобокъ и въ скобкахъ правыхъ частей этихъ 
уравнен!й, суть производныя по времени оть 2, у, 2, взятыя такъ, какъ 
будто , т. Сбыли постоянными. Слфдовательно это—проложеня скорости 
точки, неизифняемо соединенной съ подвижными осями и совпадающей въ 
моменть Ё съ точкою т. Это, слЪфдовательно, проложеня скорости унося- 
щаю движеня. 

Величины, стоящфя послф скобокъ въ правыхъ частяхъь уравненй 
(689), суть производныя по времени отъ 2, у, 2 взятыя такъ, какъ будто 
2, Уз 2 а, В, с, а’, В, ©, а", 9", с" были постоянны. Это—проложен!я 
скорости относительна движеня. 

Слфдовательно уравнены (689) выражаютъ собою то же, что (679): 
скороеть абсолютнаго движеня есть геометрическая сумма скоростей 
движен! уносящаго и относительнаго. 

Продифференцируемъ уравненя (689). Найдемъ: 


Ф: _@ „Фа а „4 а 421 


ПИ Нан Нан м 
м Фе к 
еж (а шашки =) 
Фу _ а ФБ са 4 
аа =‘ + а аа 


а. а: _ а’ 4 4 4; д” 
| ‚ 9% Ча’ „в“ ‚’ ат 4 

| м С Е е 
4: _ б% Фа" Фу ЧЕ Е 


Вар Но Та беж 


аа” а: а" ал 4" -&). 


— о 


45 
23а ве +? (в аш ‘м 

Здфеь вторыя производныя, стояшйя въ лфвыхъ частяхъ, суть проло- 
женя абсолютнаю ускорешя. 

Суммы первыхъ четырехъ членовъ правыхъ частей суть вторыя про- 
изводныя, взятыя отъ 2, у, 2, полагая &, т, С постоянными. Это—проло- 
вевщя ускорешя уносящияо движения. 

Суммы слфдующихъ трехъ членовъ суть вторыя производныя взятыя 
ть =, у, &, полагая о, Уо, 20, а, 6, с, а’, 9', е', а", Ъ", с” постоянными. 
Это проложешя ускорешя относительнаю движеня. 

‘Остающеся затфмъ члены въ правыхъ частяхъ суть проложенйя того 
Боторый называется обратнымъ сложнымъ центробъжнымъ уско- 
или обратнымъ Корюлисовымьъ ускорешемъ. Обозначимъ эти 
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проложеня обратнаго Королисова ускореня чрезъ Х, У, 2, такъ что: 
х (а 4 а1 *) 


вата ааа 

== ‚а а а 4 щ 
Ея 2 +а а ВО 

о [94° &_ 4" @1, а 4% 

2=3 (ана а + из) 
Уравнешя (690) выражаютъ ту же теорему Корюлиса какъ и урав- 

нене (684). 

Помножимъ 1-ое изъ уравнен!й (691) на а, 2-06 на а’, 3-е на а’и 


сложимъ. Въ лЪвой части получимъ проложеше обротнаго Корюлисова 
ускореня на ось $, въ правой части: 


@ оне) + аа = аб! -- аа _ 
а ( @ в] @ 
4; [а4е + а’ае' + а’4е"\ 
аа" 9 


Называя проложешя обратнаго Королисова ускорешя на оси $, 1,5 
чрезъ 7, 7, Л, и сообравуясь съ формулами (667), (668), получимъ: 


Тавя же формулы можно получить для +’, и +”,. Всего получимь 3 


уравневя: 
Е а4‹ _ „а“ 
а ( а: * а) 
. 4 4 
= (а 2%) У. (691) 
" ат а 
т. = ( а 1% >) 


Полагая Л,’ 7, + 7.’ = 7? и складывая получимъ: 
я д) га 2 
[++ (в) (= (@) )-Ра= 
а 45) 
+8 +! |- за драале" > 25В0 
Но въ $ 288 мы видЪли, что р, 49, х суть проложешя вращен!я ® на 


подвижныя оси, такъ что: 
Рен = О 


Не трудно видфть, что 


8-е) 


такъ вакъ &, М, ® 


аа: а СУТЬ проложен!я относительной скорости на под- 
вижныя оси. Поэтому еще: 
& 4 14 
Рае И =. 1, 008 9, ©). 


Слфдовательно (693) привимаеть видъ: 
7? — 4025,2 (1 — 608? (®, г,)) 
или с 
7 = Зо, т (©, т,), 
Называя уголъ, составляемый относительною скоростью ®, съ осью 
вращеня «, черезъ «, получимъ: 
7 = 26, . зта = обратное Королисово ускорене 
совершенно согласно съ $ 292 и 293. 
$ 297. Уравненя относительнаго движеня точки. Обозначимъ чрезъ №" 
равнодфИствующую силъ дЪйствующихь на точку т, такъ что 
т), = Е. 
Тогда теорема Кор!олиса даетъ геометрическое равенство: 
Втр ил. 
Отсюда, сое ВЛ 
РТ... рен в (694) 
Условимся въ слфдующихьъ обозначеняхъ: 
2, у, г координаты точки относительно подвижныхь осей (которыя 
мы прежде обозначали буквами &, т, ©); 
Х, У, Ё проложевя силы Ё на подвижныя оси; 
(9е)„, (9е)„ (е). проложейя уносящаю ускорешя на подвижвыя оси; 
7. +’, +’, проложевшя обратнаго Королисова ускореня ‹7’ на под- 
вижныя оси, 
Геометрическое равенство (694) равносильно слфдующимъ тремъ урав- 
невшямъ между проложенями: 


4х 


т =Х— т ($), —т7. 
РР 

те Ут (0), —т7, .. (695) 
г 

и 7 (9е). — тт. 
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Векторъ (--—т/,), равный и противуположный произведеню унося- 
щаго ускорешя на массу, называется уносящею силою или центробъж- 
ною силою. 

Вектортъ (—т.7), равный произведеню Кор!олисова ускорея на массу, 
называется Королисовою силою или сложною центробъжною силою, 

Уравнен!я (695) суть уравнен!я относительнаго движен!я. Ихъ составъ 
показываеть слБдующее: уравненёя относительназо движенйя точки, от- 
несенной къ подвижнымь осямь координатъ, таковы, какъ будто при не- 
подвижности этижь осей кромъ данныть силъ еще дъйствують на точку: 
уносящая сила и Королисова сила. 

Задачи на относительное движен!е можно рьшать такъ, какъ будто бы 
уносящаго движен!я не было, но не забывать при этомъ добавить къ 
дЬйствующимь силамъ еще двЪ: уносящую и Кор!олисову. Тогда получимъ 
уравненя (695), въ которыхъ 7, и «7 считаются данными. Интегрируя 
(695) получимъ 2, у, г какъ функщи времени #, то есть уравнешя отно- 
сительнаго движеня точки въ конечномъ видф. 

Замьтимъ, что при обозначев!яхъ, принятыхъ въ этомь параграфЪ, 
уравненя (692) дадуть: 


ил. =" (1% 7) 
—т7, = — эт (. Е —Р г) зе ПОВ (696) 
ых Чу _ ах 
т, зи (р й а) | 


$ 298. Живая сила относительнаго движеня. Помноживъ 1-0е изъ 
уравнен!й (695) на 4х, 2-0е на 4у, 3-е на 4г и сложивъ, получимъ: 
ато? Е ы : ь 
Что Хар + Тау + 24 —т(#),=—т (0), ду —т (9,4 . (697) 
такъ какъ при этомъ уничтожатся члены содержаще 7’, -’,„/’., (благо- 
даря уравнешямъ 696). 

(697) показываетъ, что дифферениаль живой силы отновительнало 
движенёя равень суммъ элементарной работы дъйствующизь и элемен 
парной работы уносящей силы. 

$ 299. Относительное равновЪе точки. Полагая въ (695) и въ (696) 
равными нулю первыя и вторыя проиаводныя по времени отъ 2, У, 2, 
получимъ: 

Х—т (#), =0 
У— т (46) =07г..----.- (698) 
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Эти уравненя (698) и (699) можно разсматривать какъ уравнешя 
относительнаго равновфойя точки. Они показывають, что 6» относитель- 
номь равновьеви точки равнодъйствующая Е данныхь силъ уравновиши- 
вается уносящею (центробъжною) силою. 

Въ относительномь равновЪсш точка т остается въ поков на дви- 
жущейся кривой, если не получаетъ начальной скорости. 

Поняте объ относительномъ равновфси лучше всего выяснится на 
слфдующемьъ примфрф. 

Прим$ръ. Найти положеще относительнало равновьёя точки т, 
находящейся на плоской кривой С, вращающейся около лежащей в» ся 
плоскости вертикали Оз съ равномърною ско- 
ростью , если между точкою т и кривою Сне 
существует» тренёя (фиг. 112). 

Силы, дЪйствуюцщия на точку т, суть: ея вЪеъ 
(—7т9) и давлеше М, оказываемое кривою (' 
10 ея нормали. 

Согласно сказанному въ настоящемъ пара- 
граф можно разсматривать кривую С какъ не- 
подвижную и составить уравнеше равновфоя 
между центробъжною (уносящею) силою и ДЪИ- 
ствующими силами № и (—79). 

Обозначимь черезъ р разстояне положевя Фиг. 118. 
равновфсйя точки  оть оси Ог. Точка кривой С, 
совпадающая съ положенемъ равновЪс!я точки т, описываеть горизон- 
тальную окружность разуса р. Поэтому ускореше уносящаго движеня 
будеть, согласно съ (112): 


р. 

Оно направлено оть тж къ оси Оз. Слфдовательно уносящая (центро- 
бЪжная) сила равна ’р и направлена по Рт въ сторону отъ оси О. 
Для равновъся силъ ®т?р, (—то) и М№ необходимо и достаточно, чтобы 
то?ри (—т9) имфли равнодЪйствующую направленную по нормали къ 
кривой С. Изъ подобныхъ треугольниковь тРО и тб Е имфемъ: 


Слфдовательно, положеня относительнаго равновёоя точки т нахо- 
дятся въ тЬхъ мфетахъ кривой, гд субнормаль равна $ посноваше © 
нормали лежить надъ основашемъ Р перпендикуляра тР. 

Если кривая С’ есть парабола, ось которой вертикальна и нижняя 
точка лежать въ вершин$, то при скорости « удовлетворяющей уравнению 


2=8 (гдз р параметрь параболы 2’ — Эр), во всякой точкв на- 
раболы точка 22 будетъь въ равновфои, если же р не равно 5, то ни 
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въ какой точкЪ параболы точка т не находится въ равновъеш. Поэтому 
поверхность жидкости помфщенй въ сосудё вращающемся около верти- 
кали съ равномфрною скоростью ® располагается по параболоиду враще- 
ня, описанному параболою 2? — 2рг, въ которой р = гу 

Если кривая С’ есть окружность, то: 


Е =. 
ФР= Е сза—= 


Съ увеличешемъ ‹« увеличивается а. На этомъ основанъ регуляторъ 
Уатта для паровой машины. 


ГЛАВА И. 


Относительное движен!е и относительное 
равновъае. 


$ 300. Общя соображеня. Изъ предыдущей главы слфдуетъ: для того 
чтобы получить уравнен!е движен!я системы точекъ относительно подвиж- 
ныхъ осей координать Ох, Оу, 02, можно составить уравнешя движеня 
такъ, какъ будто эти оси были неподвижны, если только прибавить къ 
дЬйствующимъ силамъ еще, для каждой точки системы, силу ценробфж- 
ную (—7т5е) и силу Королисову (—7.7). 

Если система представляеть собою абсолютно твердое тфло, то, вообще 
говоря, центробфжныя силы приводятся къ совокупности одной силы и 
одной пары. Но бываютъ случаи, когда центробфжныя силы приводятся 
къ одной силЪ. 

$ 301. Одинъ изъ случаевъ, ногда центробфжныя силы приводятся къ 
одной равнодфйствующей. Положимъ, что заданное движен!е подвижных 
осей Ох, Оу, 0г состоить въ томъ, что онф вращаются равномфрно со 
скоростью в около оси АВ (фиг. 113) и что прямая С2’ проведенная 
чрезъ центръ тяжести даннаго твердаго твла параллельно АВ есть одна 
изъ главныхъ центральныхъ осей инерщи тла (фиг. 113). 

Докажемъ, что въ этомъ случаз центробфжныя силы приводятся къ 
одной равнодфйствующей. 

Примемъь С =’ и дв перпендикулярвыя къ ней оси 2, Су’ за оси 
координатъ. Пусть уравнен!я прямой АВ будуть: 

2—=а 
У=Ь, 
Центробфжная сила, приложенная къ точкЪ тж тфла, будеть: 
тоя. тр 
гдф тр разстояве тозки т оть оси. АВ. Проекщи этой центробъжной 
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силы суть: ь 
эт? (2' — а): то? (у —6);0....... (700) 


слфдовательно проложевя равводфйствующей вефхъ такихъ силъ, дёй- 
ствующихъ на всф точки тфла, будутъ: 


У те? (5 — а); Х ть? (у —5);0. (1701) 
Но начало координатъ взято въ центрь 
тяжести. Поэтому 
Ута’ = 0; Х ту =0. 
Слвдовательно величины (701) получаютъ 
ВИДЪ: 


— Мо?а, — Мозь, 0, 


гдВ М— масса тВла. 
Проложешя момента равнодфйствующей пары вевхъ силъ (700) будуть: 


Фиг. 118. 


— У то? (у — 5) 
— Уто?: (2 — а) эры +5 < Зы 
— У то? ау' — 51') 

Но С:', согласно условямъ задачи. есть одна изъ главныхъ централь- 


выхъ осей инерщи; оси 2’ и У’ можно взять по другимъ двумъ главнымъ 
центральнымъ осямъ; тогда, 


Утиу=0; БУ т 0; Х тая" 0; а Х т’ =0; а Х ту —0; БУХта! = 0, 


велфдетме чего проложевя (702) момента равнодфйствующей пары раввы 
вулю. Что и требовалось доказать. 

Итакъ, центробфжныя силы приводятся въ данномъ случа къ одной 
равнодЪйствующей, проложен!я которой суть 


ПЬЕС (103) 


Эта сила равна Мо?’ и ваправлена по 067, гдь С’ есть проекщя 
центра тяжести С’ на ось АВ. 

$ 302. Относительное равнов$с!е велосипеда. Приложимъ предыдущую 
теор къ относительному равновфс!ю велосипеда, изслдованному недавно 
въ интересной книг Бурле (Воме, Тгайё 4ез Ысус1ез © Мсу@еез). 

Главная часть велосипеда, къ которой прикрфпляются остальныя его 
части, состоитъ изъ пятиугольной рамы ВОЕТ$ (фиг. 114). Сзади рамы 
находится ось В «неподвижнало» (то-есть находящагося всегда въ плос- 
кости рамы) колеса Е. Впереди рамы находится муфта Е, въ которую 
вставлена направляющая трубка, оканчивающаяся внизу, по выходф изъ 


аа — 


муфты вилкою ЕВ’, на которой насажена ось «рулевою» колеса Г). Къ 
верхнему концу направляющей трубки прикрфпленъ рулевой рычагь, пред- 
ставляющиЙ собою кривую почти горизонтальную трубку. оканчивающуюся 
рукоятками, которыя велосипедисть держить въ рукахъ. Велосипедисть 
еидитъ на сфдлЪ 5, укрьиленномъ въ срединф верхней части рамы. 

Рама устроена симметричнов относительно средней плоскости, прохо- 
дящей чрезъ ось направляющей трубки ЕФ, чрезъ центръ сфдла 5 и чрезъ, 
центрь Ё «неподвижнаго» колеса Е. 

Плоскость неподвижнаго колеса всегда совпадаеть съ среднею плос- 
костью. Плоскость рулевого колеса велосипедисть можетъ накловять къ 
средней плоскости, дЪйствуя на рукоятки. Плоскость рулевого колеса, со- 
впадаетъ съ среднею плоскостью при такомъ положени рукоятокъ, когда 


Фиг. 114. Фиг. 115. 


ов одинаково удалены отъ средней плоскости, тогда средняя плоскость 
оказывается плоскостью симметр!и всего снаряда, если пренебречь пере- 
даточною цфиью и зубчатками, имфющими сравнительно небольшую массу. 
Обозначимъ чрезъ 4 и В точки соприкосновения задняго и рулевого ко- 
леса съ землею. Предположимъ, что ось ху направляющей трубки про- 
ходить чрезъ точку В, такъ что точка В есть точка, неизмнимо соеди- 
ненная съ неподвижною среднею плоскостью, и длина АВ не измфняется 
оть поворотовъ руля (состоящаго изъ рулевого колеса, направляющей 
трубки, рулевого рычага и рукоятокъ). Если грунтъ, по которому катится 
велосипедь, плоскй, то 1 есть пересфчеше плоскости грунта со среднею 
плоскостью. Предположимъ (въ первомъ приближен), что велосипедисть 
сидитъ спокойно, тавъ что его пентръ тяжести находится въ средней плос- 
кости. Тогда общёй центръ тяжести (7 всей машины, вмЪств съ велоси- 
педистомъ, неподвиженъ въ подвижной средней плоскости, и основаше С’ 
(фиг. 115) вертикали, проходящей чрезъ С, неподвижно по отношению 
къ точкамь А и В. 

Изслфдуемъ прежде всего видъ лин, чертимыхъ колесами на земль 


ми ВЁ' и АВ остается постоян- 
нымъ, при предположенвомъ по- 
стоянетвЪ наклонена рулевого ко- 
леса къ средней плоскости, если 
наклонеше средней плоскости къ 
вертикали не измфняется. Прямыя Фиг. 116. 
АВ и ВЁ' направлевы почти по 

касательнымь къ лишямъ, чертимымъ колесами. Если принять ихъ за 
касательныя къ этимъ ливямъ, то можно показать, что точки А и В 
описывають окружности около общаго центра Р (фиг. 116), находяща- 
тося на пересфчени перпендикуляровъ къ касательнымь 4Ё и ВИ’. 


— 2%5 — 


Уголъ 6 составляемый прямы- 


ДЪйствительно, пусть: 
2, у — коордиваты точки 4; 
$ = длина АВ; 
ах — уголъ, составляемый прямою АВ съ осью 2; 


& + 0 — уголъ, составляемый касательною ВЕ’ съ осью 2; 


ш’, у’ — координаты точки В; 


зиз’ — дуги, описываемыя по грунту точками 4 и В. 


Тогда: 


д'=<-0. 608 а ] 
у =у-Ь. эта | ^ 
Извфстно, что 
4х = 4 . 08 а; 4х’ — @3'. со (а + 0) 
4у = 48. зта; 4у' = 43'. м (а 0) 
Поэтому дифференцируя (704), получимъ: 
4’. 60$ (2 + 0) = 43. 6081 —6.зта. @а | 
43'. эт (2-0) = №. зта- 6. с0за . аа | 


Изъ (706) находимъ: 
@5'. с05 0 — 4$ 
45’. зт0 = Ба | 


если плоскость рулевого колеса составляеть постоянный уголь со среднею 
плоскостью. Предположимъ, что грувтъ пзось!й и примемъ плоскость грунта, 
за плоскость чертежа (фиг. 116). Пусть 4 и В суть точки прикосно- 
вен!я колесъ къ грунту; 1В и ВЕ’ пересфченя плоскостей колесъ съ 
плоскостью грунта. Согласно ска- 

занному, направлешя АВ и АВ у 
совнадаютъ. 


. (104) 


. (105) 


Если ри р’ суть радусы кривизны кривыхъ, чертимыхъ на грунть 
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точками Аи В, то, какъ извфетно: 


4 = раз | 
. ААВ . 7772508 
у 45' = раз | 8) 
Подставляя эти величины 45 и 45’въ (707), получимъ: 
р’. И 
ана ее т. 9) 


Эти формулы (709) показываютъ, что при @ постоянномъ р’ и р по- 
стоянны. Изъ треугольника АВР, въ которомъ уголь АВР равенъ 90°—8, 
видно, что 

р; р — ВВ 


Итакъ, колеса описываютъ по грунту концентричесве окружности если 0 
постоянно. При этомъ прямая АВ вращается около Р съ постоянною 
скоростью, если скорость велосипеда не мфняется. 

Теперь изслфдуемъ самое равновфойе велосипеда, если онъ совершаетъ 
описанное движеше. 

Изберемь въ пространствв слфдующую систему осей координать 
(фиг. 117). Примемъ за начало координать проекшю С общаго центра 
тяжести на грунтъ. Вертикаль, проходящую чрезъ С, примемъ за ось и; 
прямую АВ за ось 2; перпендикуляръ къ нимъ за ось 2. Такимъ обра- 
зомъ плоскость (2, у) перпендикулярна къ средней плоскости велосипеда 
и пересфкаеть ее по прямой СМ, которая, положимъ, образуеть съ вер- 
тикалью уголъ В = откаоненю велосипеда оть вертикали. Замфтимъ, что 
избранныя нами оси подвижны: он% сафдують за движешемъ прямой АВ, 
и слвдовательно, при постоянствЪ угла 9, вращаются около оси, проходя- 
щей чрезъ Р. Итакъ: для тою чтобы велосипедь не упалъ и уюль В оста- 
вался постояннымъ, необходимо и достаточно, чтобы велосипедь быль въ 
относительномь равновъси относительно осей я, 1). =, вращающихся около 
вертикали, проходящей чрезь Р. Должно, слъдовательно, существовать 
равновьые между реакшею зрунта, силою тяжести и центробъжными 
силами, 

Сила тяжести равна 2/9, гдЪ М масса велосипеда съ велосипедистомъ. 
Эту силу изобразимъ векторомъ @5 (фиг. 118), приложенвымь къ центру 
тяжести @. 

Центробфжныя силы приводятся (приблизительно) къ одной равно- 
дЪйствующей И, приложенной къ С и направленной по С’С' перпевдику- 
лярно къ оси вращешя РР, согласно предыдущему параграфу. Такое до- 
пущене Бурле оправдываеть сафдующими соображенями: ось Сб’ можно 
принять приблизительно за ось симметрии; уголъ В обыкновенно не великъ, 
тавкъ что вертикаль 9) можно приблизительно принять за ось симметрии, 
то-есть за одну изъ главныхъ центральныхъ осей инерщи, и такимъ обра- 


ПАЧЕ 


=== 


зомъ, согласно предыдущему параграфу, можно допустить, что центробъж- 
ныя силы приводятся къ равнодЪйствующей. 

Для того чтобы исключить реакщю грунта, выразимъ, что статическй 
моментъ силь Ри Ма относительно оси АВ долженъ быть равенъ нулю. 
Это все равно, что положить услове, чтобы сумма моментовь проекщй 
этихъ силъ на плоскость (2, у) относительно С была равна нулю. Проек- 
щя Е, силы Е равна Ёс0; $, гдБ фесть уголь ЕСЕ,, такъ что услове 
равновЪс1я будетъ: 

Е. с05ф . @). = М9. 0.8 
пли . 
ЗО Му Вл...“ (710) 
Пусть С’ есть проекщя точки С на РР; @' проекщя точки С’ на 
плоскость (2, у). Треугольникъ СС’С” проектируется на горизонтальную 


Фиг. 117. Фиг. 118. 


плоскость въ вид равнаго ему треугольника ДРЕ, въ которомь ДР = @@ 
равно радусу г окружности, описываемой центромъ тяжести (@ около 
оси РР; РЕ равно постоянной длинЪ АС, которую обозначимъ чрезъ с. 
Изъ треугольника ДРЕ имфемъ: 


а и. (711) 
Центробфжная сила Е, согласно (106), равна М : 
‚з 
о, Зее (112) 
т 
Изъ (710), (711) и (1712) получимъ: 
5? 7] 
= И:=& и ААА (713) 


Если х достаточно велико сравнительно съ с для того, чтобы можно 
Фыло пренебречь величиною = въ (713), то получимъ: 


ава" 


РавновЪс!е велосипеда неустойчивое. Дйствительно, если онъ откло- 
няется отъ вертикали, то 8 увеличивается, моментъ его вфса № ЯД. В 
увеличивается, моменть Ё. с05ф . СР центробфжной силы уменьшается 
уравнеше (710) разстраивается и 3 стремиться еще болфе увеличиваться. 

Для того чтобы не упасть, велосипедисть поворачиваеть рулевое ко- 
лесо 6% ту сторону, куда начинаетьъ падать; этимъ онъ увеличиваеть 0, 
волфдетве м а Р перемфщается, ЛР, ВР и г уменьшаются, центро- 
бъжная сила ”” и" увеличивается, моменть ея увеличивается и уравнене 
(710) ОЕ 

Выведенное услове равновфсйя было бы однако достаточно только въ 
случа существовавя безконечно большого трен1я между колесами и грун- 
томъ, которое не давало бы колесамъ скользить въ сторону. Обратимъ вни- 
мане на истинный коэффищенть / этого тревйя. Въ относительномъ рав- 
новфеи, какъ видно изъ сказаннаго, равнодфйствующая силъ Ми №, 
проходить чрезь АВ и составляеть съ вертикалью уголъ В. Чтобы ко- 
леса не скользили вбокъ, необходимо, слфдовательно, еще выполнеше условия: 


ив=/ 
98 > 


Это неравенство (715) показываеть, что, при данной скорости © не- 
возможно описать кругь меньше извфстнаго, соотвфтствующаго этой ско- 
рости, радруса: чтобы описать крузь меньшалю радуса, надо уменьшить 
скорость в. 

$ 303. Относительное движеше на земной поверхности. Все, что нахо- 
дится на земной поверхности, участвуеть въ сложномъ движени земного 
шара. До сихъ поръ, кромф сказаннаго въ $ 295-мъ, мы не обращали 
вниманИя на влян!я, оказываемыя движенемъ земного шара на движеше 
предметовъ близъ его поверхности. Обращене земли около солнца, посту- 
пательное движене всей солнечной системы вмЪфстЪ съ землею среди 
звЪздныхь м!ровъ, измфнеше наклонешя земной оси КЪ эклиптики 
проч. — все это почти не оказываеть ваяшя на движеше тфлъ у зем- 
ной поверхности. Но вращене земли около оси оказываетъ въ н$кото- 
рыхъ случаяхъ замфтное вляне. 

Разсмотримъ поэтому движеше тзаъ у земной поверхности, какъ от- 
носительное движене, при чемъ за уносящее движеше примемъ только 
суточное вращене земли около оси. Пусть О (фиг. 119) есть точка не- 
подвижная на земной поверхности (мфсто наблюденя). Примемъ за ось 
=& вертикаль, проходящую чрезъь О и направленную къ центру земного 
шара; за ось у примемъ касательную въ 0 къ параллельному кругу по’ 
направлению къ востоку; ось х проведемъ чрезъ О перпендикулярно къ 
осямъ у и 2 по направленю къ югу, полагая, что О находится въ с%- 
верномъ полушарш. Раземотримъ относительное движен!е точки т. 


или, соглаено съ (714) 
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Данныя силы, дЬйствующя ва т, суть: 1) притяжее А землею; 
2) равнодфйствующая Х заданныхъ силъ, проложен!я которой обозна- 
чимъ чрезъ Х, У, #. 

Согласно изложенной теор!и можно считать земной шаръ неподвиж- 
вымъ, но прибавить при этомъ еще центробъжную силу (ж-7е) и Корю- 
дисову силу (т.Т). 


То, что мы называемъ вЪсомъ 74 точки, ? 
есть равнодЪйствующая притяжетя и цен- 
тробфжной силы (—ь7е). Эта равнодЪйству- Из 
ющая направлена къ центру земли по вер- | 
тикали. 


Опредфлимъ Корюлисову силу. Обозначимъ 
чрезъ ф широту мВста О и будемъ считать 
положительнымь то вращене, которое, враща- 


етъ по направлению стрфлки часовъ, если смо- Р 
трьть съ конца вектора, по которому оно от- 5 
кладывается, на начало этого вектора. Земля Фиг. 119. 


вращается съ запада на востокъ. Слфдователь- 
но угловая скорость « мгновеннаго вращен1я изобразится векторомъ (0% 
параллельнымьъ земной оси и направленнымъ къ югу. Поэтому проекщи 
р, 4, г вращеня ® на оси 2, у, 2 будуть: 


р=о®. 008 (®, 1) =®. с03ф 
пы ОЕНЕЗЫ ВЯ" АбВЫАЕНАУ РИЧИ олявУ УТУ, (116) 


т=®. зто 
Поэтому, согласно (696), получимтъ: 


: [ 
— т7, = зтозту г 


‚ ; 4х 4 
— т, = —2т | Е” =.) ъ = (189) 
—т7, = — это. зф. 


Слфдовательно уравненйя относительнаго движен!я будуть: 


4х 9 
тя =Х-+ зто 


Фу _ Е Е 4г\ 

те = У--Зто (22 Е — 608$ . 4) Щит) 
Фе _ : 4 

тов = +2 —2т%. 049 


Н, Б. Дедоне, — Куреъ теоретической механики. 2 изд. 19 
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Эта формулы вфрвы, конечно, только въ томъ случаф, если точка т 
настолько близка къ О, что ея вфеъ можно считать равнымъ 79. 


Для живой силы, соглаено (697), получимъ; 


а ("5") = хаг += Уау-+ 24: + т ....@9 


Если существуеть силовзя функщя 0, то (719) принимаеть видъ: 


. (@20) 


$ 304. Маятникь Фуко. Было время, когда предполагали, что земля 
неподвижна и что весь небесный сводъ со всфми звфздами вращается 
около земли, и казалось, что такое мифве оправдывается ежедвевнымъ 
наблюденемъ видимаго обращеня небесныхъ свфтилъ. Только Коперникъ 
(1473—1548) впервые высказалъ мифше, что суточное обращеше свфтилъ 
только кажущееся явлене, а въ дЬйствительности земля обращается около 
оси. Галилея (1564—1642), защищавшаго идею Копериика, даже пытали 
за такое отступлене отъ завфтовъ Аристотеля и Птоломея. Во времена 
Копервика и Галилея доказательствомь вращеня земли служила лишь 
необыкновенная простота движен!Й планетъ, вытекающая изъ предполо- 
женя о томъ, что всф планеты виЪфсть съ землею обращаются около 
солвца и земля вращается около оси. Впослфдстви, начиная съ Нью- 
тона, было много попытокъ доказать вращен!е земли какимъ-либо опы- 
томъ. Ньютону принадлежить идея доказательства, основаннаго на откло- 
нен!и пути падающаго тфла оть вертикали, которое должно происхо- 
дить вслфдстве вращен!я земли. Но это отклонеше чрезвычайно мало и 
потому трудно наблюдаемо. 

Самое блестящее доказательство вращение земли даль Фуко (Еопсаи!) 
произведя въ пантеон®, въ Парижь, знаменитый опыть съ маят- 
никомМЪ. Фуко показалъ, что плоскость, въ которой качается маятникъ, 
состоящ изъ тяжелаго шара, подвъшеннаго на длинной нити, должна, 
вслЪдстые вращешя земли, вращаться со скоростью зависящею оть ско- 
рости вращен!я земли и отъ широты $. Фуко произвелъ свой опытъ въ 
пантеонф съ маятникомъ, длина нити котораго была 67 метровъ, въ 
1851 году. Изслфдуемъ движене такого маятника. 

Возьмемъ начало координатъ, расположенныхь согласно $ 303, въ 
точкЪ подвфеа маятника. Обозначимъ чрезъ 1 разстояше отъ точки под- 
вЪса до центра тяжести шара. 

Кромф вфса на маятникъ дфйствуеть натяжене нити, которое мы 
‘обозначимъ чрезъ тМ, гдф т масса шара. Вместо шара лучше пользо- 
ваться, для уменьшевя сопротивлен!я оказываемаго воздухомъ, тяжелою 
чечевицею. 
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Проложеня натяженя т нити суть: 
а... .. 


Поэтому уравнешя (718) примуть въ настоящемь случав видъ: 


425 * 2 4 

ав =— Му 2.0.59. 

Фу _ у . 4х а: 

ав мт 2° (а 9. .. (122) 
42 


Въ виду затруднен, представляемыхъ интегрировашемъ этихъ урав- 
Е 
я 
суть столь малыя величины, что квадратами ихъ можно пренебречь срав- 
нительно съ конечными величинами. 

Тогда можно положить 2 = 1, потому что уравнене сферы, по кото- 
рой движется центръ тяжести чечевицы даетъ: 


= (:- г} 


ненй, разсмотримъ только небольшя колебашя, при которыхъ =; у;о 


т 
и, пренебрегая величинами а и х › получимъ 2 = {; вначитъ можно допу- 


этить, что центръ тяжести чечевицы, движется въ горизонтальной плоскости. 
Тогда 8-е изъ уравнев!й (722) даетъ: 


№ =9. 
Поэтому два первыя уравнешя изъ (722) принимають видъ: 
в 
= Я з+2ю. тр. м 
п" (123) 
7 — 29. т а 
ез— 1- А 1 


Это суть уравнешя движеня центра чечевицы въ горизонтальной. 
плоскости, въ которой онъ, приблизительно, движется при малыхъ от- 
клоненяхъ маятника отъ вертикали. 

Помноживъ 1-0е изъ уравнен!й (723) на 4, 2-0е на 4у, и сложивъ, 
получимъ: 

гы а 9 

2 р 


Интегрируемъ это уравнеше, пользуясь формулою (141), переходом 
къ полярнымъ координатамъ и и 6, и уравнешемъ: 


4 (2) — 4 (2 +) = 2 (242 + уду) 
ы 19* 


Получимъ: 


тд й постоянное интеграции. 
Помножимъ 1-0е изъ уравнен!й (723) на (— у), 2-е на х и сложимъ. 

По 5 

а/_ ау 4=\ _ р 4 ау 

(еше) = — 399 (#4 #) 
Интегрируемъ это уравнене, переходя къ полярнымъ координатамьъ 
и пользуясь формулою (135). Получимъ: 

а9 


Паб И-о. тр С 


тд С постоянное интегращи. Полагая: 


ЕЕ ТТ ВЕ (726) 
получимъ: 


Разберемъ 2 случая: 

1. Маятникъ находится въ положеши равновфс1я и получаеть неболь- 
шой толчекъ, велфдстве котораго начинаетъ качаться. Въ начал такого, 
движешя х = 0. Слфдовательно С = 0, и (726) принимаеть видъ: 


Фары (55 

см ; 

тсюда: 
Отоюд О ба! 

Слфдовательно, маятникъ качается въ плоскости, вращающейся со ско- 
ростью (—4'), то есть, согласно съ (726), равномфрно въ сторону про- 
тивуположную ©, то есть противуположно вращению земли: плоскость ка- 
чавя вращается яъ сторону движеня тЬни солнечныхъ часовъ. Полное 
обращеше плоскости качан!я маятника произойдеть въ течеши времени 


ыы ‚ или, согласно (726), въ течеши времени: 


2= 
х.з? 


2 В 
Но -„ = 24 часа. СлЪдовательно полное обращене плоскости кача- 
ня маятника равно: 
24 часа 
зтф 


24 часа 
эт 


тдЪ $ широта мЪста. Для Парижа почти равно 32 часамъ. 
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П. Маятникъ отклоненъ немного оть положеня равновЪейя, такъ что 
начальная величина х не равна нулю; затёмъ маятникъ предоставленъ 
ъдБИствю силы тяжести и совершаеть небольшя качания. 

Уравнен!е (727) можеть быть представлено въ видЪ: 


Положимъ: 


та = са 


Сравнивъ (731) съ (137), видимъ, что центръ чечевицы движется, 
подчиняясь закону площадей. 

'Уравнеше (731) выражено въ такихъ полярныхъ координатахъ, по- 
лярная ось которыхъ Ох’ вращается со скоростью ®' около О въ напра- 
влени противуположномъ вращен!ю земли, потому что если 


уголъ 2Ох, = ®1 
то уголь х.От = 0 + 9 =Т 
Полагая въ (725), согласно (730): 


= — в 
получимъ: 
4). „ [ат 
[7 к [О ее 


Полагая здфеь, согласно съ (731), 


пренебрегая весьма малымъ членомъ 7?’ и обозначая чрезъ 1’ новое 
постоянное, получимъ: 


. (132) 


Это уравненше имфеть такой же видъ какъ (725), поэтому оно про- 
изошло оть уравнен!я: 


такъ, какъ 125 произошло отъ 724. Въ (133) ’и у’ суть координаты 
относительно системы осей вращающихся около О со скоростью ®’ въ 
сторону противуположную вращению земли, потому что Ох’ есть упомя- 
нутая выше вращающаяся полярная ось. 
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Итакъ, движеше центра чечевицы относительно вращающейся системы 
осей Оз’, Оу’, таково, что его интегралъ площадей (731) и интегралъ жи- 
вой силы таые же, какъ въ движени точки, притягиваемой центромъ 
пропорщонально разстоянно (см. задачу въ концё главы П Отд. 1-го). 
Поэтому траектор!я центра чечевицы 2 есть эалинсъ, вращающийся около 
своего. центра О со скоростью ‹’ въ сторону противоположную вращен!ю 
земли (въ сторону вращеня тни солнечныхь часовъ). Полный оборотъ 
этоть эллипсъ совершить въ течени времени т Точка же т движется 
по этому эллипсу тавъ (см. задачу въ концё главы П Отд. 1-го), что 
полное ея обращене по эллипсу совершается въ течени времени: 


2* у: 
9 


Посмотримъ какова большая ось этого эллипса и въ какую сторову 
точка т (центръ чечевицы) по нему обращается. 

Въ опыть Фуко чечевица отклоняется на нЪкоторое начальное раз- 
стоян!е то оть О и закрфиляется въ этомъ положеши помощью нити, 
другой конець которой укрфиленъ въ стёнф. Нить пережигають пламе- 
немь свфчи, и маятникъ начиваеть качаться. Поэтому начальная ско- 
рость относительно осей О, х, у, 2 равна нулю. Поэтому начальныя ве- 
личины - и — равны нулю. Начальная величина 7, ии вектора 
есть большая полуось эллипса, потому что въ начал, = 0 и ©л%до- 
вательно въ началь г имфетъ или максимальную или В (оче- 
видно максимальную) величину. 

Уравнеше (727), если въ немъ положить " — а; = = 0, даеть 
С = а?ь'. Сафдовательно, согласно съ (731), начальная величина); по- 
ложительна и равна «'. Поэтому точка т обращается въ сторону вра- 
щения ®', то есть, согласно съ (726), въ сторону вращешя земли. 

Итакъ: 63 опыть Фуко центръ чечевицы маятника обращается по 
эллипсу в» сторону вращешя ттни зоризонтальныхь солнечныть часовь, 
самь же ототь эллитеь вращается въ сторону противуположную вра- 
щеню ттъни юризонтальныхь солнечныхь часовъ. Полное вращеще по 


эллитсу совершается вы течени времени 2" иг. Полное вращене 
эллитса совершается равномърно вы ‘течени греет =. ‚ ф есть 
широта мъста наблюденя. ВсЪ эти выводы я подевердиансь опытомъ 
Фуко. 

Теор1я маятника Фука можеть быть дополнена еще слфдующею тео- 
ремою. 

Теорема Шёвилье. Оси эллипса, описываемало центромь т чече- 
вицы маятника Фуко относятся между собою какъ время полнало обра- 
щеня по эллипсу ко времени полнаю вращеная эллипса. 


— 2% — 


Доказательство. Пусть: 
Т — время полнаго вращешя эллипса, 
Т’— время полнаго обращеня точки т по эллиису, 
а — большая полуовь, 
$ — малая полуось. 
Мы видфли, что: 


По закону площадей, двойная площадь сектора, описаннаго радлусомъ- 
векторомъ, равна С@ё, Площадь этого эллипса = хаб. 
СаЪдовательно: 
Зе СТ бы о, < 085) 
Но мы видфли, что: 


я Ви. (136) 
Исключая С изъ (735) и (1736), получимъ: 
а?" — ев 
или, согласно съ (734): 
ъ Уы 
Пе ее (137) 


что и требовалось доказать. 


Въ опытБ 1851 года [= 67 метр.; а = 3 метр; 7 = 32 час.; 
Т’ = 16 сек. Слфдовательно: 


Отсюда: 


2— Зи миллим. < . МИллИМ. 


7200 

Большая ось эллипса равнялась 6 метрамъ, малая же была мен\фе 1 
миллиметра. Воть по какому растянутому эллипсу (почти по прямой) дви- 
гался цевтръ чечевицы маятника въ опыт Фуко. 

$ 305. Гироскопы. Представимъ себф безконечно тонкйЙ матер!альный 
дискъ, лежащй въ плоскости (у, =) (фиг. 120) и вращающийся съ боль- 
шою угловою скоростью © около оси 2, проходящий черезъ его центръ 0 
и перпендикулярной къ его плоскости. Положимъ, что самая ось д вра- 
щается при этомъ около оси 2 со скоростью ®. 

По теоремф Королиса каждая частица диска будетъ давить на плос- 
кости (у, #) съ силою № опредфляемою формулою: 


М = 2трюзт а. 


Обратимъ внимаве на двф частицы М и М’ диска симметрично рас- 
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положенныя относительно оси у. Пусть у разстояше каждой изъ этихъ 
частицъ оть О, а уголь МОу. Тогда: 
2 о =? 
№ = 2то О та 


По теорем Корюлиса давлене ча- 
стицы М направлено въ сторону вра- 
щен1я ‹; давлен!е частицы М' направ- 
лено въ обратную сторону *). Эти давале- 
ня образують пару (№,—М№), имфющую 
моментъ: 

Зто@х . зта . ММ' — 4то Ом 5? а. 


Пара эта стремится придвинуть ось 
вращеня © въ оси вращеня ©. 

Опредфлимъ давленя, оказываемыя 

симметричными между собою точками 

Фиг. 120. и Х, разстояшя которыхъ оть О тоже 

равны », но соотвфтствевно перпендику- 

ларны разстоящямъ оть О точекъ Ми М". Эти давлен!я дадутъ другую пару. 

Складывая ее съ парой (№, — №) получимъ пару, имфющую моменть: 


4т о О»? зт?а - 4т9 от? . с09х —= 4т ол. 


Поэтому моменть Г, пары, происходящей отъ давлен!, оказываемых, 
воЪми частицами диска, будетъ: 


Т, = 409 У тт. 


Еслибы мы имфли не тоны дискъ, а тЬло вращев/я около оси 2, то 
пришлось бы суммировать полученную формулу для Г, на цфлый рядъ 
ДисковЪ, и Улиг? былъ бы моментомъ инерщи относительно оси 2. 

Еслибы ось вращеня « составляла съ осью вращешя © нФкоторый 
уголъ В, то надо было бы разложить ® на вращеше перпендикулярное 
къ О и на вращене совпадающее съ ©. При этомъ Г, зависить только 
оть перваго изъ этихъ составляющихъ вращен!, угловая скорость кото- 
раго = ® зт В. Поэтому въ этомъ случа: 


Т = 40. зтВ. Отт. 


Итакъ: Если какое-нибудь ттьло вращеншя вращается около своей оси 
со скоростью @ и мы будемь повертывать ось этою ттла около нткото- 
рой оси, образующей съ осью ттъла уюль В, со скоростью ®, то явится 

*) Согласно съ $ 294-мъ точка давить на плоскость въ сторону противу- 
положную вращению плоскости, если удаляется оть оси вращен!я; точка да- 
вить въ сторону вращен!я плоскости, если приближается къ оси. 
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нара съ моментомъ 4 в зт ЗУту?, стремящаяся повернуть ось ттьла къ 
сои сообщаемало вращеня ® такъ, чтобы, при совпаденби осей, оба вра- 
щеня & и © совершались въ одну и ту же сторону. 

Снаряды, обваруживающе появлеше такой пары, называются гиро- 
скопами и совершають движешя, кажушяся на первый взглядъ весьма, 
странными. 

Наиболфе замфчательные изъ гироскоповъ — это гироскопы Фуко. 

1-ый зироскопь Фуко 
{фиг. 1204). Онъ состоитъ 
изъ тора Т, ось котора- 
то укрёилена въ кольць 
А, къ которому прикрфи- 
ленъ штифть 1} съ остр- 


Фиг. 120а. 


емт. Особымъ механиз- 
момъ торъ приводится въ 
быстрое вращеше ©. За- ® 
тВмъ штифтъ В ставять 
остремъ на твердую под- Фиг. 121. 

ставку С. Еслибы такъ 

поставить гироскопъ при неподвижности тора, то онъ упалъ бы; но при 
скоромъ вращени тора онъ не падаетъ, а вращается 050оло оси 2 все съ 
большею и большею скоростью и падаетъ только тогда, когда вращене 
тора значительно затихнетъ. Это явлеше объясняется такъ: начиная па- 
дать, гироскопъ начинаеть вращаться около оси оу. Велфдстые этого 
является пара 7,, сообщающая гироскопу вращеше около оси 2. Всафдетие 
же этого вращен!я является новая пара Ё, стремящаяся повернуть ось 
0х БЪ оси 02; эта именно пара и уравновфшиваеть тяжесть гироскопа. 
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2-й шрюскопь Фуко. Въ этомъ гироскоп (фиг. 121) внутреннее коль- 
цо, несущее ось тора, подвфшено на призмахъ къ внфшнему кольцу, 
подвЪшенному на нити, помфщевной въ находящемся сверху циливдри- 
ческомъ футляр. Къ вижней части внфшняго кольца придфлано верти- 
кальное остре, проходящее въ отверсте подставки. Кром% того къ внфш- 
нему кольцу придфлана горизонтальная стръака, ходящая надъ дугою, снаб- 
женною дфлешями. Съ этимъ гироскопомъ можно продфлать три опыта. 

Опыть 1-ый. Приведя помощью особаго механизма торъ въ быстрое 
вращен!е, сохраняемь полную свободу обоихъ колецъ. Ось тора будеть 
сохранять свое абсолютное подожене въ пространств$ и, слфдовательно, 
перемфщаться по отношевю къ вращающейся земл®. 

Опыть 2-ой. Опускаемъ нить и удерживаемъ внфшнее кольцо въ пд0с- 
кости перпендикулярной къ меридану. Ось тора начнеть двигаться и 
приметь положеше параллельное земной оси. Это объясняется такъ: все 
движен!е подставки, происходящее отъ дважешя земли, можеть быть 
разложено на нфкоторое поступательное движеше и на вращен!е около 
оси 05 параллельной земной оси; отъ этого вращен!я является пара 1, 
стремящаяся соединить ось тора съ осью 08. 

Опыть 3-й. Скръпляютъ между собой внфшнее и внутреннее кольцо 
и поднимаютъ нить, уставляя внутреннее кольцо горизонтально. Зам чаем, 
что внфшнее кольцо становится перпендикулярно къ плоекости меридана. 
Это объясняется такъ: плоскость меридана проходить чрезъ прямую 05 
параллельную земной оси; если ось тора ОХ не лежить въ этой пло- 
скости, то, стремясь приблизиться къ 08, она будеть двигаться въ своей 
горизонтальной плоскости, пока не установится въ плоскости меридана *), 


+) Изложене теорш гироскоповъ заимотьовано изъ брошюры проф. Н. Е. 
Жуковскаго: „Элементарная теор!я гироскоповъ“. Отд. оттискъ изъ Вфетн. 
Опыт. физ. и элем. матем. Еевъ, 1888. 


ОТДЪЛЪ У. 
Теор!1я притяжен!я. 


ГЛАВА Г. 
Общ1я Формулы притяжен!я и притяжен1е шаромь 


$ 306. Ньютонанское притяжене. Ньютонъ показалъ, что планеты 
движутся по своимъ орбитамъ подъ вмяшемъ притяженя къ солнцу 
(см. $ 56). Онъ же высказалъ мысль, что законъ иритяжешя пропор- 
бональнао произведению массъ и обратно пропорцгональнаю квадратамь 
‘разстояня представляетъ собою мровой законъ, присупий всякимъ двумъ 
частицамъ матери. Притяжене, совершающееся по этому закону, назы- 
вается ньютоанскимъ, и мысль Ньютона подтверждается всфми наблю- 
ден!ями. Весьма вфроятно, что ньютошанское притяжев!е есть только ре- 
зультатъ дЪйств!я среды, въ которой заключаются всЪ твла, именно эфира, 
но во всякомъ случа дЪло происходить такъ, какъ бы всяыя двф ча- 
стицы матери притягивались взаимно по этому закону. Опредфлимъ однако 
точнфе, въ чемъ выражается законъ ньютовшанскаго притяжения. 

Положимъ, что имфютея двь матеральныя точки, ваходяцияся на 
разстояни г одна оть другой и имфющя массы т и и’. Присутствие 
каждой изъ этихъ точекъ вызываетъ появлен!е силы, дЪйствующей на 
другую массу, причемъ 0бф силы, изъ которыхъ одна дфИствуеть на ть 
другая на т’, равны между собою. Обозначимь абсолютную величину 
каждой изъ этихъ силъ чрезъ /. Обф эти силы направлены по т: сила У, 
дЪйствующая на 7, направлена къ т’; сиза Х, дйствующая на и’, на- 
правлена къ 2. Законъ ньютованскаго притяженя выражается формулою: 


Г=с 


Ре 
сы Исаия (738) 


Если точка т свободна, то присутстйе массы т’ вызываеть въ дви- 
жени точки т ускореше 


направленное къ т’. 
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Е^ли точка т’ свободна, то присутств!е точки т вызываеть въ дви- 
жени точки т’ ускореше 
: т - 
К, еее (1740) 
направленное къ т. 
Изь (739) и (740) елдуеть уравнеше: 


= ал во о 


показывающее, что ускореня двух» точекь, являющияся вслъдстве иль 
взаимнао ньютонанскаю притяжешя, обратно пропорцональны ихь 
массамь. 

Если одна изъ точекъ не свободна, то присутстве другой заставляетъ 
первую производить давлене равное / на препятстве, мзшающее первой 
точк® пробрьтать ускореше, опредфляемое одною изъ формулъ (731) или 
(740). 

$ 307. Численное значеше коэффищента притяженя. Численное зна- 
чеше коэффищента притяженя С въ формул (138) зависить отъ вы- 
бора тьхъ единиць, которыми мы измфряемъ массу, длину и силу. 

Выберемъ единицу силы такъ, чтобы С равнялось единиц$. Это весьма 
удобно для изсльдован!я притяженйя, потому что тогда формула (738) 
прюбрётаеть бодфе простой видъ: 

=" ое. ВМТ 
$ 

Но такая единица силы оказывается уже вполнЪ опредфленною при 
данномъ выборВ единаць массы и длины. ДЪйствительно при 2% = 7’ =1 
и при х = 1 формула (742) даеть У = 1. Слфдовательно, при данномъ 
выборз единицъ массы и длины, мы уже обязаны принять за единицу 
силы такую силу, съ которой притяиваются двъ выбранныя единицы 
массы на единиць разстояная другь отъ друйа. 

Та единица силы, которую приходится избрать для того, чтобы С 
равнялось 1, при томъ что граммъ, сантиметръ и секунда привимаются 
за единицы массы длины и времени, называется астрономическою едини- 
цею силы. 

Посмотримъ, какъ велика астрономическая единица силы. Для этого 
выразимъ в%з р массы граммъ у поверхности земли сперва въ динахъ, 
а потомъ въ астрономическихь единицахъ силы. Мы видфли въ $ 14-мъ, 
что вЪеъ р одного грамма равенъ 981 дин%. 


Съ другой стороны р равно силЪ, съ которой земля притягиваеть 
одинъ траммъ, находащйся у ея поверхности. 
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СлЬдовательно, согласно съ (738): 
Мт 
РС еее - (144) 
тдь Е радусъ земли, т масса одного грамма. Обозначимъ плотность 
земли чрезъ 8. Тогда: 
и= : =Вз8 


Е = 637100000 = 6371 . 10° сантиметровъ 
8 = 5,67 
т — | согласно предположенйю, что за 1 массы принимаемъ массу граммт.. 
Изъ (743) и (444) получаемъ: 
981 Е" 3.981. В 3. 981 
С = Еж = . 
Мт 4=8% 4= 88 


Подставляя сюда приведенныя выше числа, получимъ: 


ЕВЕ ыы: вы 
^^ 1643.10 ^ 15430000 ` 

Итакъ С почти въ 15 миллоновъ разъ меньше одного дина, который 
почти равенъ одному миалиграмму. Другими словами: граммъ и граммъ, 
помфщенные на разстояши одного савтиметра притягиваются съ силою 
равною всего лишь одной 15-ти миллюнной долф миллиграмма. Такъ какъ 
плотность & опредфлена еще не совершенно точно, то можно принять 
круглымъ числомъ: 

1 1 

6 = 15606000 = 15 ое АивЪ ...... . (745) 


Зная С, можемъ опредфлять притяжеве (если за единицы примемъ 
сантиметръ, граммъ, дину) по формул: 


. (146) 


Напримфръ чожемъ рьшить такую задачу: съ какою силою притяги- 
ваются дв точки, ваходяшяся на разстоян!и 10 сантиметровъ, если 
масса каждой точки равна одному килограмму. 

По формулв (746) получимъ: 

1000 . 1000 1 


"= 15000000. 106 = 1506 ^ииЪ- 


Въ дальнфйшихь изслфдовашяхъ мы будемъ принимать за единицу 
силы не дин», & астрономическую единицу силы раввую 
Тогда можно пользоваться простою формулою: 


1 
75000000 ДИНа. 
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Можно изслфдовать притяжения, происходяция по другимъ заковамъ, 
предетавляюцияся другими функщями разстоян!я; но ныютон!анское при- 
‘тяжеше особенно важно какъ м!ровой законъ, и какъ законъ, управляю- 
ШИ электрическими и магнитными явлешями. 


$ 308. Общя формулы притяженя точки тфломъ. До сихъ поръ мы 
разсматривали только взаимное притяжев!е двухъ точекъ. Перейдемъ те- 
перь къ изслФдованшю притяжен!я, оказываемаго на матер!альную точку 
т (фиг. 122) цфлымъ твломъ. Это притяжеве очевидно слагается изъ 
притяженШ, оказываемыхъ на точку т всфми элементами тфла. 

Обозначимъ чрезъ Г) плотность тфла, то есть массу, содержащуюся 
въ единиць объема. Тогда масса безконечно малаго параллелепипеда, 
имфющаго объемъ 4х 4у 4г, будетъ: 


Т ах ау а:. 
Пусть: 
а, 6, с координаты притягиваемой точки т, 
2, у, 2 коордиваты притягявающаго элемента. 


Принимая за элементъ тла параллелепипедь 4х у 92, виДиМЪ, ЧТО 
оказываемое имъ на точку т притяжеше равно: 


т. ТГ ахауае 


т ед +0—5:+@—9'` (747) 


Назовемъ чрезъ ” разстояне точки т 
‘т оть параллелепипеда 4х ау 42. Тогда: 


‚=[(е— ау --(—-@—0*} . (948) 


=: Косинусы угловъ, составляемыхт этимъ 
разстоящемь съ осями координатъ суть: 


Фиг. 12. ед, @—5, 50 . (49) 


# х 

Поэтому изъ (747) выводимъ слдующя проложешя Х, У, силы, 
съ которою элементь 42 4у 4г притягиваеть точку т. 

т] ах. 4.42. (+ — а) 
Це а -+и— 9) 8—6 
р тр ахауаг . (2 — 5) у 

[2 — а -+у— 6+ (= —9] 
> таг ауаг .(&—е) — 
— еде +60 


х 


$ 29.35 658) 
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Для того, чтобы получить величины А, В, С проложен на оси пол- 
наго притяженя, оказываемаго на точку т всфмъ тбломъ, нужно сумми- 
ровать всЪ притяжешя, оказываемыя всфми элементами тВла — нужно, 
иначе говоря, интегрировать тройными интегралами выраженя (750), 
распространяя интеграцию на весь объемъ притягивающаго тла. Полу- 


чимъ: 
я ВТ. тр (2 — а) а ау а: 
аа — +в —09} 
р: оу НЕО .. (15 
и к 


ыы =]. }. у. жи. Е А в 


Если тфло однородно, то есть плотность во всфхъ его точкахъ одина- 
жова, то одна изъ интегращй каждаго трехкратнаго интеграла произво- 
‚дится весьма просто, такъ какъ извфстно, что: 


(дк ПВН 1 Е 
Це) +0—5+6—0  @--+и—9+6-9 


Представимъ себф даже такой слож- 
ный случай, когда тфло имфеть видъ, 
изображенный на чертежь (фиг. 123); 4. & 
‘параллелепипедь, имфюший основаше ау 
у 4г и высоту параллельную оси 2, пе- 
ресЪкаетъ поверхность притягивающаго 
ла нфеколько разъ, именно въ эле- 
ментахъ: 1, 2, 3,4... Обозначим 
разстояв!я этихъ элементовъ оть при- Фиг. 123, 
тягиваемой точки чрезъ т, 7., 7., ", -.- 
Часть интеграла, отвосящаяся къ такому параллелепипеду, будетъ: 


(; 1 |. 1 1 
ыы 


1 ^ 
Я У >. Ст =...) ау 48, ... (152) 
Пусть: 
4с;, 43, с, 4з, суть вырёзываемые параллелепипедомь элементы 
‘поверхности; 
№,, №,, №,, №, внфшнйя нормали въ этихъ элементахъ; 
(№,, 2), (№,, 2) углы наклонешя вифщнихъ нормалей къ оси 2. 


При такихъ обозначевяхъ (752) принимаеть видъ: 


45 оз(№,, =) — 49 оз (М, 2) — сов (М, в) 494 воз (М)... 
т, т: т "“ 
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Вольдете этого получимъ: 
А=—тр в, 


о зв вавыь (958) 


с=— то | |9 


$ 309. Притяжеще, оказываемое шаромъ на внфшнюю точку. Прило- 
жимъ формулы предыдущаго параграфа къ вычисленю притяжешя ока- 
зываемаго шаромъ радуса Е на точку т, находящуюся внъ шара на 
разстоян!и а оть его центра. 
Примемъпрямую, соединяющую центръ 
шара съ точкою т, за ось 2 и центръ 
шара за начало координатъ. Благодаря 
симметрии шара относительно оси 2 (фиг. 
124) слагаюция притяженя Ви С равны 
нулю. Остается опредфлить только А. 
Примемъ ось 2 за полярную ось. За 
элементь 42 поверхности шара можно- 
Фиг. 124. принять весьма малый прямоугольникъ, 
ограниченный двумя сосфдвими мерид!- 
анами и двумя соседними параллелями. Обозначимъ чрезъ 9 уголъ, составля- 
емый съ осью 2 радусомъ, проведенным въ этоть элементъ. Примемъ плос- 
кость (2, 2) за плоскость перваго мерид?ана и обозначимъ долготу чрезъ 1. 
Одна сторона прямоугольнаго элемента равна дуг Ка; другая его’ 
сторона есть дуга, описанная радусомь В 0 параллели, равная 
Е зт 0. а. Слфдовательно площадь элемента равна: 
@ —= В 310.0. ........ (154) 
Не трудно видёть, что соз (№. 6) = с0з 9. Поэтому 1-ое изъ уравне,. 
в (758) приметь видъ: 


. 
джо текие АВЕО 


ЗдЪеь интеграшя по 6 должна быть произведена въ предвлахъ отъ 0 
до п; интегращя по У—въ предфлахъ оть О до 2х; тогда поверхность 
сферы будетъ вся охвачена интегрировашемъ. Изъ фигуры видно, что: 

т = Иа? + В — ЗаВ сз ....... (756» 

Вставляя въ (755), тн 


4-е] Г 6.286. @ ар. с; 0. 4. а 
Уз В: —аВ. с036 с08 0 
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зт 0. с050. 46 
= — 2=тРА* анг < 
2 а 056 @59 


Интегрируя по частямъ, находимъ: 


$6. с03 0. 46 08 би 
а ЕЕ 


+ ад | о — За ив. а 


Слфдовательно: 
` 360.080. 28 
— За 
Но ы тВз.Л) есть масса М шара. Слдовательно: 
а=— -- | а. ад, ИНВИЫ (158) 


Сравнивъ (758) съ (742) находимъ: шаръ притяшваеть внъшнюю 
точку такъ, какъ будто вся масса ею была сосредоточена въ центр. 
$ 310, Притяженще шаромъ внутренней точки. Если притягиваемая точка, 
лежить внутри шара, то а< В; во разстояще Уа*-= В: — 2ай 0030 
всегда считается положительнымъ. Слфдовательно въ этомъ случаз мы 
должны положить: 
Ут + В Эа соз (0) = й —а 


но не а — Е какъ въ $ 309. Поэтому теперь: 


тб. 050.0 а 
Иа? -+ В: — 2аВ . 036 ЗВ 
$ 
А= > озлы 159) 
Проведемъ чрезъ точку т внутреннюю сферу концентрическую съ 
в шаромъ. Объемъ этой сферы равенъ - таз; масса ея равна 
3 тазП. Назовемъ эту массу М’. Тогда (159) можно представить въ 
вид: 
4 лаз От — Мт 


3 а а ` 


Н. Б. Делоне. — Курсь теоретической метавики. 2 вах. 2 


Итакъ: 


Сравнивая (760) съ (742) заключаемъ: шар» притазиваеть точку т, 
расположенную внутри ею, такъ, какь будто бы в» центръ ею была 
‘сосредоточена. масса равная массь малоло шара, заключеннало въ еферт, 
проходящей чрезъ точку т. 

Не трудно видфть, что проложеня на оси координать притяженя 
‘шаромъ точки (2, у, 2) будуть: 


4 4 4 
—2 =ртх; — З ту; — З =Отё. 


$ 311. Притяжеше сферическимъ слоемъ точки, которую онъ окружаеть. 
Положимтъ, что точка т окружена слоемъ, заключенвымъ между сфериче- 
скими концентрическими поверхностями радусовъ В, и Ё,. Обозначимь 
разстоян!е точки жж отъ центра слоя чрезъ х. Положимъ В, есть радусъ 
внфшней сферы. 

Если бы весь шаръ радуса В, притягивалъ точку т, то это притя- 
жене, согласно предыдущему параграфу, равнялось бы притяжению К, 
оказываемому на тж шаромъ радуса х. 

Если бы только шаръ рамуса В, притягивалъ точку ть, то и это при- 
тяжеше было бы равно притяженю Ё шаромъ радуса г. 

Но притяжен!е сдоемъ очевидно равно разности этихъ равныхъ между 
собою притяженй К и, потому, равно нулю. 

Итакъ; сферический слой не притязиваеть окружаемую имъ точку. 
Это теорема весьма важная въ теорш электричества. 


ГЛАВА ИП. 
Теор!я потенщала. 


$ 312. Потенщалъ. Притяжеше удобнфе изучается съ помощью осо- 
бой функщи, называемой потенщаломъ. 

Потенщаль въ точкь а, Ъ, с, есть не что иное, какъ потенщальная 
функшя притяжен, оказываемыхь даннымъ притяшвающимь тъломь, 
или системою притязивающихь точекъ, ча точку, имъющую массу рав- 
ную единиць и помпщенную въ (а, 6, с). 

Если притягивающя точки составляютъ сплошное тфло, то потенщалъь 
У вь точкф (а, 6, с) опредфляется формулою: 


"=|[ Г = о Сиро (761) 


тдВ т масса притягивающихь элементовъ, х разстояня ихъ отъ данной 
точки (а, 6, с). 


— 807 — 


ДЪйствительно (761) можно представить въ вид: 


В ах ауаг 
ий к "ДЕ У‘ 19 


Здёсь предфлы интегращи, распространяющие ее на притягивающее 
твло не зависять оть координатъ (а, , с) притягиваемой точки. Поэтому 
для дифференцировашя У’ по а, 6, с достаточно дифференцировать подъ- 
интегральное выражене, при чемъ получится: 


«=ГТ) Л (5 — а) 4х ауаг 

ба [(@ — а) + и— 5+ (2—0) 

97 _ (1 — В) 4 4уа 2 @68 
95 " ] ке [(#—а) + и— 5 -+@—9 ь 
9у Л (5 — с) ах 4ауаг 

4% ет 


Сравнивъ (763) съ (751) и соображаясь съ тВмъ, что мы положили 
массу притягиваемой точки равною единицф, получимъ: 


= А 

ду 

Би АЕ . . (764) 
ду 

%=0 


что и требовалось показать. 
Не трудно видфть, что въ томъ случаф, когда притягивающая система 


состоить изъ отдфльныхъ точекъ т,, т., т,..., находящихся оть точки 
а, 6, с въ разстоявяхъ х,, г,, г,..., потенщалъ въ (а, 6, с) равенъ: 
т 
УЕ. нее. (166) 


Всякое направлен!е з можно принять за одну изъ осей координатъ; 
поэтому слагающая притяжен!я по направлен!ю $, оказываемаго данною 
притягивающею системою на точку, имфющую массу равную единицв, 
равна ь 

14 
ре: 

Потенщалъ въ точкВ (а, 6, с) обуславливаемый данною притягиваю- 
щею системою, есть, какъ мы видимъ, функшя координатъ этой точки. 

20+ 
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Присутств!е данной притягивающей системы обусловливаеть въ каж- 
дой точкф пространства опредфленный потевщалъ, будеть ли въ этой 
точкЪ ваходиться притягиваемая масса или нфть — безразлично. Пол0- 
жимъ, что притягивающая система дана и отнесена къ избраннымъ ка- 
кимъ-нибудь осямъ координатъ. Если въ точк (а, 6, с) не имфется даже 
никакой притягиваемой массы, то все-таки для этой точки существуеть 
потенщалъ, просто какъ функщя, опредфляемая формулою (765) или фор- 
мулою (761), смотря по тому, будетъ ли притягивающая система дискретна 
или сплошная (сплошное т%ло). Существован!е этого потенщела въ точк® 
а, 6, с, показывает только, что если бы въ ней находилась масса рав- 
ная единиць, то проложеня А, В, С притягивающихъ силъ выражались 
бы производными оть потенщала по формуламъ (764). 

$ 313. Конкретное поняце о потенщалЪ, кань о работф. Положимт, 
что масса, равная едивицф, проходить путь 48 подъ вмящемъ притяги- 
вающей системы. Согласно съ (766) проложеше притяжевя на этотъ 
путь равно е . Слфдовательно, работа притягивающихъ силъ при такомъ, 


перемфщен!и притягиваемой точки равва: 


Работа при перемфщени изъ одного положеня въ другое, какъ мы 
знаемъ ($134), не зависить отъ того, по какому пути совершилось пере- 
мЬщен!е. Слфдовательно, по какому бы пути притягиваемая точка ни пе- 
реходила изъ 1-го положеня во 2-ое, расположенное какъ угодно далеко 
оть 1-го, подъ вмящемъ притягивающей системы работа притяжен!й равна, 


Даа = [ат =т,— т, пасов 


Въ безконечно удаленной точкф потенщалъ конечной притягивающей 
системы равенъ нулю, какъ это видно изъ (765), потому-что вев к 
равны безконечности въ этомъ случа%. 

Сл\довательно: для приближеня притягиваемой точки, имфющей массу 
равную единиц, изъ безконечности въ данную точку (а, 6, с), подъ 
влянемъ данной притягивающей системы, притягиваюция силы оказы- 
ваютъ, согласно (768), работу равную: 

<. 
потому что въ безконечносси У, = 0; въ данной же точкф (а, 6, с) мы . 
полагаемъ У, = 7. Итакъ: 

Потеншаль У въ точкъ (т, у, =) равень работтъ, которую должны 
были бы произвести притязиваюния силы данной притяшвающей системы 
для тою, чтобы приблизить массу, равную единииъ, изъ безконечности. 
в» эту точку (5, у, 2). 

Въ теор" электричества и магнетизма приходится имфть дфло также 
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и съ отталкиванями обратно пропорцюнальными квадрату разстоявя. Въ 
случаЪ отталкивательныхъ силъ; 

Потенщаль Г въ точкф (2, у, =&) равенъ работ, которую должны 
произвести отталкивательныя силы данной огталкивающей системы для 
того, чтобы удалить массу, равную единицЪ, изъ этой точки (х, у, 2) въ 
безконечность. 

$ 314. Сила въ данной точкф. РавнодЪйствующая всфхъ силъ притя- 
жешя, оказываемыхъ данными массами на массу, равную единиит, помф- 
щенную въ данной точкф, называется силою въ данной точкъ. Въ каж- 
дой точкф пространства равнодфйствующая притяжен!й имфетъ опредф- 
денную величину и направлене при данномъ расположен!и притягиваю- 
щихъ массъ. 

$ 315. Силовыя лини. Кривая, касательная ко всфмъ силамъ, суще- 
ствующимъ въ точкахъ, чрезъ которыя она проходить, называется сило- 
вою линтею. 

Въ случаф притяжен!й, оказываемыхъ магяитомъ, силовыл лини легко 
наблюдаются, положивъ на магнитъ бумагу, посыпанвую желфзными опил- 
ками: опилки располагаются по силовымъ лишямъ. 

$ 316. Поверхности уровня. Геометрическое мфсто точевъ, въ которыхъ 
потеншалъ данной притягивающей системы одинаковъ, называется #0- 
верхностью уровня или эквипотенщальною поверхностью. 

Потенщаль У въ какой-нибудь точкЪ (2, у, 2), обусловливаемый дан- 
ною притягивающею системою, какъ мы видфли, есть нфкоторая функщя 
Р(х, у, г) коордиватъ этой точки (2, у, =). По самому опредфлев!ю по- 
верхности уровня потенщаль У одинаковъ для всфхъ ея точекъ. Слдо- 
вательно: 

УР = 9.60... (969) 


есть уравнеше поверхности уроввя. 
Существоващемъ данной притягивающей системы обусловливается су- 
ществоваше безконечнаго множества поверхностей уровня: 


Е=а 
=, 
У =, 


соотвфтствующихь различнымьъ численнымьъ значешямъ с,, с„, с... по- 
тенщала. 

Теорема: Равнодъйствующая притлженай въ какой-либо точкь 
‘поверхности уровня нормальна къ этой поверхности. 

Доказательство. 

Косинусы угловъ, составляемыхъ нормалью къ поверхности уровня 


У = с0тз! 
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съ осями координатъ, равны: 


ду 

вов (№, 2) ИЕ Ух: ее. 
т 2 
9 у 

сов (М, = И (7: [2 уз Р 
ду 
д Г 74 

М и ыы (7) 4  УЗРУНЕАТР 

де ду 9= 


тд Ресть равиодфйствующая притаженй, Х, У, 2 проложемя ея на 
оси координатъ. 


Но извфстно, что 


’ 


Е == 608 (Р, 2); Е = с0з (Р, у): 


= == 603 (Р, 2). 
Слфдовательно Ри № составаяють одинаковые углы съ осями, про- 
ходя чрезъ одну и ту же точку: Р направлена по №, что и требовалось 
доказать. 
$ 317. Случай одной притягивающей точки. Если притягивающая си- 
стема состоитъ только изъ одной притягивающей точки, имфющей массу 


т, то поверхности уровня согласно съ (765) будуть выражаться урав- 
ненями: 


т 
У = — == бсо\зь 
у 


т = с0п8й. 


Это сферы, описанныя изъ т какъ изъ центра. Силы направлены по 
радусамъ тажъ, что сфть поверхностей уровня и силовыхъ лин въ 
этомъ простёйшемъ случа состоитъ изъ сфти концентрическихь сферъ 
и прямыхъ проходящихъ чрезъ т. 

$ 318. Случай двухъ притягивающихь точекъ. На чертежь (фиг. 195) 
представлены силовыя лин!и лежашйя въ плоскости чертежа и пересвче- 
Ня съ этою плоскостью поверхностей уровня въ томъ случаф когда при- 
тягивающая система состоить изъ двухъ точекъ, при чемъ масса одной 
изъ нихъ вчетверо болфе массы другой. Здфеь ближайция къ притяги- 


— 311 — 


вающимъ точкамъ кривыя не начерчены; онф состоять изъ кривыхъ мало 
отличающихся отъь окружностей и изъ силовыхъ лин, идущихъ почти по 


радусамъ. Въ кажлой точкф чертежа сила направлена по касательной къ 
силовой лини и нормально къ поверхности уровня. Такая сфть отлично 
характеризуеть расположеше притяженй. 
$ 319. Силовыя трубки. Если вообразимъ 
себф элементь поверхности уровня, ограни- 
ченный какимъ-нибудь контуромъ (фиг. 126) 18) 
и проведемъ чрезъ двф точки этого контура <, 
43 силовыя лиши, то получимъ составленвую Е 
изъ силовыхъ лин силовую трубку. ей 
$ 320. Силовой потокъ. Если Р’ есть рав- 
водфйствующая притяжен!й въ оэдементВ 48 
какой-нибудь поверхности, то произведеше: 


Р 4.008 (Р.М) .....: 1.100) 


Фиг. 196. 


Называется силовымь потокомъ, проходящимь чрезь элементь 43, или 
‘индукщею чрезъ элементъ 48. 
Сумма вобхъ силовыхъ потоковъ, проходящихьъ чрезъ всф элементы 


какой-нибудь замкнутой поверхности, воображаемой въ присутсти при- 
тягивающихь массъ, называется полнымь силовым» потокоме, проходя- 
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щимъ чрезь всю эту поверхность; онъ, сльдовательно, равенъ: 
Г.ГР-ов в, №). & = . ат 


Здьсь интегращя распростравяется на всю воображаемую замкнутую 
поверхность. 
Силовой потокъ играеть большую роль въ теори притяженя и изуче- 
ни электрическихь и магнитныхъ явлев!й. 
$ 321. Теорема Остроградскаго. Покойный знаменитый русск мате- 
матикъ Остроградей далъ замфчательную формулу, по которой двойной 
ивтегралъ (771), выражающ собою силовой потокъ и распространенный 
на замкнутую поверхность, можеть быть преобразованъ въ тройной инте- 
тралъ, распространенный на объемъ, ограниченный этою поверхностью. 
Эта формула Остроградекаго имфетъ чрезвычайно важное значен!е: она, 
такъ сказать, даеть возможность узнать, что дфлается въ объем по 
тому, что дфлается на его поверхности. 
Выведемъ эту формулу. Пусть: 
43 — злементъ поверхности $, 
Р — векторъ, проведенный изъ какой-нибудь точки поверхности 5, 
= — уголъ, составаяемый векторомъ Р съ внутреннею нормалью №, 
Х, У, #— проложеня вектора Р, 
1, т, п косивусы угловъ, составляемыхъ внутреннею пормалью № съ 
р, осями координатъ, 
Ч Р. сз (Р, №) . 4, распространенный на всю замкнутую новерх- 
ность в, называется поверхностнымь интефаломь вектора Р. Онъ пред- 
ставляеть собою силовой потокъ, если векторъ Р представляеть собою 
силу. Но векторъ Р можеть представаять собою скорость, ускорен!е и проч.; 
теорема Остроградскаго, которую мы сейчасъ выведемъ, относится ко вся- 
кому поверхвостному интегралу какого бы то ви было вектора Р. 
По извЪстной формул аналитической геометрии: 
608 в = 00$ (№, Р) = 005 (№, 2) . с0з (Р, 2) + с0з (№, 5) . со; (Р, у) + 
-+ 605 (№, 2) . с0з (Р, 2). 
При нашихъ обозначеняхъ получимъ: 
х Е 7 


се = р. рт + реп. (112) 


Слфдовательно: 


НИ Р . е0з (№, рё= | [Р. +. = 
=/Х. 1. Г [У.т. в 2. п. 4. - (79 


Но 4у 42 есть проложеше элемента 4з на плоскость (у, 2). Поэтому: 
Чу. 4: = 4.1; 42.@х = @.т; 45.4) =4.1п. 
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‘Слфдовательно (773) принимаеть видъ: 


Д.ь- ов, №. &= | Хана: + 
= / Г Уаз аг- 2 агау вы ив (174) 


Обозначимъ, какъ въ $ 308 (фиг. 123), чрезъ 1, 2, 3, 4.., точки 
пересфченя прямой параллельной оси 2 съ поверхностью з. Тогда: 


ГГ хашаг = Л.Г, —х) +(Х,—Х)-+.. 1494 (115) 


Если № какое-нибуль цфаое число (одинъ изъ нашихъ индексовъ 
1, 2, 3, 4...) и Х конечно и непрерывно внутри объема ограниченнаго 
поверхностью $, то: 
к 


[2 
Хы —Х, а 
Тк 


Поэтому (775) можно представить въ видЪ: 


кое Ди 


Точно такъ же можно преобразовать друме интегралы правой части 
уравненя (774), которое, поэтому, приметъ видъ: 


ДГ». воз (Р.М). и 9% ела (то 


Это равенство (776) и есть знаменитая формула Остроградскаго *). 
Она послужить вамъ основашемъ для вывода другихъ замфчательныхь 
формулъ. 

$ 322. Теорема Лапласа. Пусть: 

($, 1, )— координаты притягивающей точки 7. 

(2, у, =) — координаты какой-нибудь точки пространства. 

т — разстояне точки (2, у, 2) оть притягивающей точки 2. 

Дифференцируя извфстное равенство: 


= (в — + (у -+@-— 9... ... (77) 
получимъ: 
г я &— 
4х 


Потенщалъ У, обусловливаемый точкою 2 въ точкВ (х, у, 2), согласно 
съ 765 равентъ: 
т т 


Белик. Е ЕЕ 


7 У 


*) Запис. С.-Петерб. Анад. Наукъ, т. 1, стр. 88 (1898 т.). 


Поэтому: 
[2 #—Е 
та =" Гл 
ЧАН =. К (778) 
РАНЕ 
92 ты 
Отсюда 
и = 
92? те 
О =. ера 
Е ЗН ЗьмЕ (779) 
у __т 
инф =, 


Складывая эти три уравненя (779) и сообразуясь съ (777), получимъ 
9, а ЙА ее. 
97 9 ре в РО 


Если имфемъ дфло не съ одною только притягивающею точкою 7, 
а съ цфлою системою притягивающихъ точекъ, то соглаено (769), потен- 
щЩаль У, системы равенъ сумм потенщаловъ, обусловливаемыхъ отдфяь- 
ными притягивающиеми массами. Поэтому для притягивающей системы 
согласно съ (780), получимъ: 


И РЕ 
0? ду? 0? 

Это и есть знаменитое уравнене Лапласа. 

Замфтимъ, что нашъ выводъ былъ бы не вфренъ, еслибы одна изъ 
притягивающихъ точекъ совпадала съ разсматриваемою точкою (=, У, 8) 
пространства, потому что тогда соотвЪтетвующий потенщаль Г, быль бы 
безконечно великъ, благодаря тому, что тогда х былъ бы нулемъ. 

Поэтому уравнеше Лапласа вфрно только для точки (2, у. 2) не совпа- 
дающей ни еъ одною притягивающею точкою. Если притягивающая си- 
стема есть сплошное тВло, то уравнеше Лапласа вфрно, слФдовательно, 
только для внъшнить точекъ, лежащихъ он тЬла. Потенщалъ въ точкь 
лежащей вн тБла, называется внъшнимъ (ехбемешг) и обозначается 
значкомъ е. 


ОУ И © (181) 


У, = внфшай потенщалъ. 
Формула Лапласа можетъ быть выражена, слфдовательно, такъ: 


Теорема Лапласа: сумма вторыхъ производныхь внъшнятю по- 
теншала по координатамь равна нулю. 
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Уравнене Лапласа (781) столь важно, что функши, ему удовлетво- 
ряюпия, получили особое назваше сферических функц, и учеше о сфе- 
рическихъ функщяхъ представляеть собою особый отдфлъ математики. 
имфющ весьма обширную литературу. 

Сумма вторыхъ производныхъ, стоящая въ лЬвой части уравнешя 
Лапласа (781), обозначается знакомъ \/?У, такъ что: 

97 07. бу 
‘3 + ду’ а = 7214 
и теорема Лапласа, выражаемая формулою (781), можетъ быть выражена. 


ое: Е клина (182) 

$ 323. Теорема Пуассона. Перейдемъ теперь къ изслфдованию того 
случая, когда разсматриваемая точка (2, у, 2) пространства дежитъ внутри 
притягивающаго тфла. Пусть: р есть плотность той точки притягивающаго 
тВла, съ которою совпадаетъ точка (2, у, 2). 

Опишемъ около точки (2, у, 2) изъ весьма близкаго къ ней центра 
(а, 6, с) сферу настолько малую, чтобы можно было считать плотность 
внутри этой сферы повсюду одинаковою. Пусть: 

У, — потенщалъ, обусловливаемый въ точкЪ (2, у, 2) всЪмъ тЪломъ, 

У, — потенщалъ, обусловливаемый въ (2, у, 2) массою, содержащеюся 

внутри описанной маленькой сферы, 

У, — потенщалъ, обусловливаемый въ (х, у, 2) остальною частью тБла. 

Тогда 

У, = У, + 7,. 


ХИ; = ХУ, - \УЗУ,. 
Но по теорем Лапласа \/?У, = 0. Слфдовательно: 

ы ФУ, ФУ, У, 
З/У, МТ, 08, Е би + дя 


0х, ‚ду, 02, 
НЫ ооедоть (783) 


Слфдовательно: 


А 
тдё Х,, У,, 2, суть проложешя притяженя маленькою сферою точки 


(2, у, =) ввутри ея находящейся и имфющей массу равную единиц. 
Припоминая формулы, приведенныя въ конц $ 310, находимъ: 


Ю 
У =—3=9-5.в,. 2... 89 


м 
| 


—3:@ 9. 
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Вставляя эти величины въ (783), находимъ: 


Ча о аае 5 (185) 
или: 


. (786) 


Это и есть формула Пуассона, въ которой р плотность тфла въ раз- 
сматриваемой внутренней точк® (2, у, 2); Г, внутреннй потевшалъ отм%- 
чаемый индексомъ # (шиёмеиг). Формула Пуассона можеть быть выра- 
жена такъ: 

Теорема Пуассона: сумма вторыхь производныхь внутренняю 
потеншала по координатамь равна—4тр. 

$ 324. Теорема Гаусса. Прилагая формулу Остроградекаго (776) къ 
такому вектору, проложешя котораго имфють потенщалъ У, получим: 


>. воз (Р, №) аз ск +5 р деда 


Положимт, что АВС есть воображаемая замкнутая поверхность, про- 
веденная вблизи притагивающихъ массъ такъ, что нфкоторыя изъ этихъ 
массъ частью или вполнф ею объемлются, а друйя находятся внф ея. 
Докажемъ слфлующую теорему. 

Теорема Гаусса: Полный силовой потокъ, проходяиий чрезь в00б- 
ражаемую замкнутую поверхность, равенъ произведенйю -+- 4= М массы М, 
заключенной внутри этой поверхности на 4т. 

Доказательство: Прилагая къ воображаемой замкнутой поверх- 
ности $ формулу (787) и теоремы Лапласа и Пуассова находимъ: 


Дв- важ | [е-четакауах = чм. . (788) 


что и требовалось довазать. 

$ 325. Формулы Грина. Необыкновенно много приложен й въ различ- 
выхъ отдфлахъ математики и физики получили зваменитыя формулы 
Грина. 

Докажемъ слфдующее: если двф функши У и У’ оть (2, у, 2), равно 
какъ и ихъ первыя производныя, ковечны, однозначны и непрерыввы 
внутри нЪкотораго объема, ограниченнаго замкнутою поверхностью $, то 
онЪ связаны между собою слфдующими двумя формулами: 


3 7 ЧТ" в ю а ео ти 
Г ал ГУ "[= = ри 
9у т ду ду ду 0 
= ЛГ > Е а “че . (789) 
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> ви: < 
и реререньн 
Гу Е ме ое т еда . (190) 


Доказательство. Положимъ: 


УИ: 7, = у; УГ = 
0% 9: 
гдЬ Х, У, & суть проложешя какого-нибудь вектора Р. Пусть а, В, т 
косинусы угловъ, составляемыхъ внъшнею нормалью п съ осями, Е уголъ: 
составаляемый Р съ и. 
Тогда 


#.-- (791) 


ве роб" 59 
-Ры ву, РР ЫЙ ‚ (792) 
Изъ (791) имфемъ: 
быт 02. м и 
95 ду 92 92° 
ду о’ оу д ду 9 
тт ГЫ на ж| >. -@% 


Ветаваяя (792) и (793) въ формулу (776) Остроградскаго, получимъ, 


" зу у рут 
та = Е» [= ей 7 тк => 25 
ду буи ду ду я. ду’ 
«ГГ [= ое: рр: р пр подо 


Изъ этого уравненя, простою перестановкою членовъ, получается 
формула (789) Грина. 
Полагая, вмфсто (791), тамя равенства: 
„ду 


‚ду 7! 
ый. ду = 2 р 9: 2 


получимъ, такимъ же путемъ, формулу (790) Грина. 
Вычтя (790) изъ (789) получимъ третью формулу Грина, вытекающую. 
изъ первыхъ двухъ: 


Гук“ Г) "== |] 7. 7+ (7). Чедуйе — 
— Г.Г". о-вов. Е (194) 
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Итакъ, изъ формулы Остроградскаго мы вывели три формулы (789), 
(190) и (194). Грина. Послфднюю изъ нихъ (794) можно представить въ 
болфе удобномъ вид слфдующимъ образомъ; 

'Возьмемт тавя двЪ функши ри р’, которыя опредфлялись бы равен- 
ствами: 

— 4тр = \/* (7); — 4=р, = \/* (7). .. . (195) 
Тогда формула (794) можеть быть представлена въ видЪ: 


Га 
ыы «ГГ [7 — РЯ @ 44 ..... (796) 


Эту послёднюю формулу мы и будемъ чаще всего примфвять, помня 
что въ ней ри р’ опредфляются уравненями (795), въ которыхъ по тео- 
ремамъ Лапласа (781) и Пуассона (786) функши р и р’ могутъ быть 
разсматриваемы какъ плотности тхъ точекъ, въ которыхъ 7 или У’ раз- 
` сматривается какъ потенщалъ, обусловливаемый притягивающими массами. 

Формулы (789), (790) и (794) имфютъ общее аналитическое значеше. 
Формула (796) особенно удобна въ теорш потенщала. 

Перейдемъ къ разсмотрвю важнфйшихъ приложен! формулъ Грина. 

$ 326. Теорема Грина объ эквивалентномъ слоф на какой-либо замкну- 
той поверхности. Приложимъ формулу (796) Грина къ слфдующему част- 

ному случаю весьма важному въ электроста- 
А тиБЪ (фиг. 127). 
Дана замквутая поверхность $, на которую 
$ и будемъ распростравять интегралы лЪвой 
части формулы (796), а интегралы правой 
5 части будемъ распространять на объемъ, огра- 
ниченный этою поверхностью $. Положимъ, 
что внутри этого объема находятся притиги- 
ваюпя точки т, т,, т,..., и разсматри- 
вается потенщалъ, обусловливаемый этими мас- 
Фиг. 127. сами въ точкф д, лежащей внъ объема, огра- 
ниченнаго поверхностью 3. 

Пусть: 

УТ — потенщалъ, обусловливаемый массами т, т., т,... въ какой-либо 

точЕЪ пространства. 

”' — разстояя какой-либо точки пространства оть 4. 

= 1: 

Въ точкВ А не находится никакой массы, такъ что для всякихъ 
массъ она внъшняя. По этому Е ‚ согласно съ 5 332-мъ, удовлетворяеть 
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‘уравненю Лапласа, и потому, на основан и (795) и вашего положеня 
Е + ‚ заключаемъ, что 
р = 0. 
Сл»довательно, въ настоящемъ случа (796) принимаеть видъ: 


а = = = Г Ге. (197) 
а т) =. сы „2. @95) 


ЗдЪсь тройной интегралъ правой части распространяется на весь 
объемъ, заключенный въ $. Тф элементы этого объема, въ которыхъ нфтъ 
никакихъ притягивающихь массъ, дадутъ р==0. Но ть элемеяты объема, 
въ которыхъ находятся притягиваюция массы т, т,, т, ... дадуть для р 
конечныя значевя равныя плотности этихъ элементовъ; а такъ какъ 
объемы этихъ эдементовъ равны 4х 4х 42, то 


р ах ауаг = т 


и тройной интегралъ правой части уравнешя (798), согласно съ (761), 
равенъ потенщалу, обусловлевному въ точкЪ Л массами т,, т,, т, .... 
Обозначимъ этоть ивтересующий насъ потенщалъ чрезъ Гл. Тогда (798) 


ириметъ видъ: 
> ыы. т. (199) 


Наложимъ ва поверхность з безконечно-тоный слой притягивающей 
матери и распредзлимъ его плотность р, такъ, чтобы она въ каждой 
‘точк® поверхности з удовлетворяла уравненю: 


а(т.т 
6102 а ис (800) 
1 а(У.") 
Опредфливъ изъ (799) величину „ д, И подставивъ ве въ (798) 


‘получимъ 


Л р ПОЕТ ИНЫЕ (801) 


Но р есть плотность слоя, расположеннаго на з. Слфдовательно 
р. 4 есть масса элемента слоя, тогда какъ ”’ есть разстояще оть А 
точекъ, разсматриваемыхь въ интегралЪ лфвой части уравневя (801), то 
-есть именно точекъ поверхности 5. Поэтому лфвая часть уравнения (801), 
‘согласно съ (761), есть потенщалъ, обусяовливаемый въ точкВ А слоемъ. 
“Такимъ образомъ (801) можно представить вт видЪ: 


потенщалъ, въ 4, слоя = потенщалу, въ А, массъ т, т,, т... 
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Отсюда: 

1-ая теорема Грина. Всефа можно распредълить притливающее 
вещество на данной воображаемой замкнутой поверхности 5 такимь без- 
конечно тонкимь слоемь, который будетъ притязивать внъшнюю точку А 
такъ, какъ ее притязивають данныя массы т, т,, т, ..., находяцияся 
внутри объема, озраниченнао этою замкнутою товерхностью 5. Завовъ 
распредфленя плотности такого слоя по поверхности $ выражается фор- 
мулою (800), а слой называется эквивалентнымь по отношению къ дан- 
нымъ массамъ т, т., т, ... 

$ 327. Тфлесный уголь. Вырьжемъ на сферЪ, описанной радусомъ 
равнымъ единицЪ, безконечно малый элементъ 45, ограниченный какимт- 
нибудь замкнутымъ контуромъ и проведемъ изъ центра сферы ко вефмъ 
точкамъ этого контура радфусы. Получимъ безконечно тоны конусъ. 
Если опишемъ изъ того же центра рядъ концентрическихь сферъ, то. 
упомянутый конусъ вырфжетъ на нихъ элементы пропорщюональные ква- 
дратамь радусовъ, подобно тому какъ центральный уголъ отсфкаетъ на. 
концентраческихъ окружностяхь дуги пропоршюнальныя радбусамъ, Ве- 
личиною 

утьь 
радлусъ 
измфряется, какъ извфстно, обыкновенный (плосьй) уголъ. Величиною 
сферическ!Й элементъ 
(радтусь) 
измфряется эжьлесный узолз. 

Поэтому: числовая величина плоскаго угла равна, какъ извЪфетно, 
числовой величин дуги, описанной радусомъ равнымъ единиць; точно 
также числовая величина тфлеснаго угла равна числовой величин пло- 
щади элемента, вырЪзаемаго конусомъ на поверхности сферы ‘равной 
единиц}. 

Положимъ, что изъ какой-нибудь точки -1 описанъ безконечно тоне 
конусъ, вырфзающ! на данной поверхности з элементъ 45, наклоненный 
подъ угломъ ф къ элементу сферы, проходящей чрезъ него и описанной 
изъ точки 4. Площадь этого элемента сферы равна 


4$ . 605$: 


— тлесный уголь .... (808) 


Если г есть радусъ-векторъ, проведенный изъ точки А въ элементъ. 
45, то, согласно съ (802), тфлесный уголъ 4® конуса, имфющаго вер- 
шину въ 4 и вырфзающаго элементь 4, опредьлится формулою 
__ 4. 008$ 
О (803) 
Но по теорем о равенствЪ угловъ, имбющихъ взавиноперпендикулярныя 
стороны, уголъ ф равенъ углу, составляемому нормалью п съ радусомъ- 


4® 


608 ф = и В оЕВОТ нЕ 59 (804) 
Изъ (803) и (804) имфемъ: 
48 ае 
а оюНс (805) 


распространенный на замкнутую поверхность 3. 

Если точка А внутренняя (находится внутри объема, ограниченнаго 
поверхностью $), то сумма всфхъ безконечно малыхъ элементовъ 4, вы- 
рЬзаемыхь на сферВ описанной изъ А радусомь равнымъ единиц, 
равна поверхности этой сферы, то есть 4=. Если точка А внфшняя (на- 
ходится вн объема, ограниченнаго поверхностью $), то при суммиро- 
вани всёхъ 4, сперва тьлесный уголь будетъ все увеличиваться до 
тьхъ поръ, пока конусъ не сдфлается касательнымъ къ поверхности з. 
ЗалЬмъ тьлесный уголъ будеть уменьшаться и дойдеть до нуля. 

Итакъ: 


43. @ 
Г Гаьая ея пушной почки /`_ 4 Зи . (807) 
Г Гаь=о для внЪшней пики /\ [4 -. (808) 


$ 338. Теорема Грина объ эквивалентномь сло, лежащемъ на поверх- 
ности уровня. Разсмотримт, задачу параграфа 326-го въ томъ случа%, 
когда $ есть одна изъ поверхностей уровня для притяженИя, оказываемаго 
массами т,, т, т,,.. 

Въ этомъ случаз точно также получимъ уравнеше (797) и точно 
такъ же докажемъ, что правая часть его равна 47И.. Лфвую часть 
уравневя (797) представимъ теперь въ вид® двухъ отдфльныхъ интегра- 
ловъ. такъ что оно приметъ видъ: 


а [1 АЕ В 
ааа, 


Здфсь первый двойной интегралъ лфвой части распространенъ на всю 
поверхность 5. Но если з есть поверхность уровня, то во всфхъ ея точ- 
кахъ потеншалъ ТУ, обусловливаемый массами 7, т,, т... имфетъ, со- 
тласно съ $ 316-мъ, одну и ту же величину; обозначимъ ее чрезъ У,. 
Она должна быть разсматриваема, слфдовательно, какъ постоянная въ 
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первомъ двойномъ интегралв лЬвой части, и можеть быть вынесена за 
знакъ интеграла. Поэтому получимъ: 


. Г [= (= аа УзакчЕаяу, .- (80) 
а [1 
(1 .)- 48 = 
Слфдовательно (809) приметь видъ: 


Г] шла, вю 


Согласно съ (808) первый членъ этого ан (810) равенъ нулю. 


Слфдовательно: 
Да Чик. Утес (811) 


Наложимъ на поверхность $ безконечно тонк!Й слой притягивающаго 
вещества и распредЪлимъ его плотность р такъ, чтобы въ каждой точкЪ 
поверхности з она удовлетворяла уравненю 


Опредфёлимъ изъ (812) величину ча и подставимъ въ (811). По- 
лучимъ: 


Но р есть плотность слоя, расположеннаго на 5. Слфдовательно р 45 
есть масса элемента слоя, тогда какъ т’ разстояне оть 4 точекъ, раз- 
сматриваемыхъ въ интегралв лфвой части уравнев\я (813), то есть именно 
точекъ поверхности з. Поэтому лфвая часть уравневя (813), согласно 
съ (161), есть потенщалъ, обусловливаемый въ точкВ А слоемъ. Такимт, 
образомъ (813) можно представить въ вид: 

потенщалъ, въ А, слоя = потевщалу, въ А, масоъ т,, т,, т... 
Отсюда: 

2-ая теорема Грина. Всефа можно распредълить притязивающее 
вещество на замкнутой поверхности уровня 3 такимь безконечно тон- 
кимь слоемь, который будеть притяшвать внишнюю точку А так, 
какь ее притяшвають данныя массы т,, т,, т,..., натодяиияся внутри 
объема отраниченнао этой поверхностью 5. Закон» распредъленя плот- 
‘ности такою слоя по поверхности уровия выражается формулою 

ее на 
Е к: 
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Здесь чрезъ ® обозначена внишняя нормаль, согласно съ $ 325-мъ. 
Согласно $ 316 сила притяжешя Р направаена по внугренней 

нормали и по теорш потенщала 
ау. 


Е (814) 


въ каждой точкф поверхности уровня. Слфдовательно, согласно съ (812): 


Эта теорема Грина вмфотВ съ формулою (815) иметь огромное зна- 
чеше въ электростатик®, давая возможность по сил Р’ опредфлять на- 
пряжеше р электричества въ любой точкВ поверхности $ кондуктора, 
пользуясь уравненемъ (815), такъ какъ поверхность хорошаго проводника, 
есть одна изъ поверхностей уровня оказываемыхъ имъ электрических 
притажен!й. 

Столь полезная въ электростатик® теорема представляетъ собою лишь 
весьма частвый случай общей формулы Грина (796), и это только еще 
малая часть той пользы, которую физикъ извлекаеть изъ общей фор- 
мулы (796). Поэтому перейдемъ къ выяснен!ю конкретнаго значен!я общей 
формулы (796) по крайней мфр въ теор!и потенщала. Для этого озна- 
комимся предварительно съ понямемъ о взаимномъ потенщал двухъ 
системъ. 

$ 339. Взаимный потенщаль двухъь системъ. Положимъ, что подъ 
влянемъ притягивающихь силъ матерьальная точка массы м’ передви- 
гаеття, по какому бы то ни было пути, изъ того положена, въ которомъ 
потенщаль притягивающихь ее силъ равенъ нулю, въ данное положе- 
ше В,. Работа притягивающихь силъ, согласно съ $ 313-мъ, равна при 
этомъ Ут, 


если У, есть потенщалъ, обусловливаемый въ В, притягивающими си- 
лами. Если другая точка э’, передвигается подъ влянемъ тьхъ же силъ 
изъ положен!я, въ которомъ обусловливаемый ими потенщалъ равенъ нулю 
въ данное положеше В,, то силы оказывають еще работу 


Ут» 


если У, есть потенщалъ, обусловливаемый ими въ В,- 

Обобщимъ это разсуждеше. Положимъ, что имфемъ дв системы ма- 
теральныхь точекъ: точки т,, т,, т,.. первой системы находятся въ 
положеняхь А,, 4,, 4,...; точки т',, т',, т’,... второй системы находятся 
въ положешяхь В,, В,, Б, ... Пусть 
У, У» У. ...суть потенщалы, обусловливаемые въ точкахъ В,, В,, В, ... 

первою системою; 
У, ,, И, ...суть потенщалы, обусловливаемые въ точкахъ Л, 4., А,.. 
второю системою. 


2+ 
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Положимъ, что каждая точки одной системы дЪйствуеть на точки 
другой системы, но не дЪйствуеть на точки своей системы. Работа И’, 
производимая притягивающими силами первой системы для перемфщеня 
точекъ второй системы изъ положен, въ которыхъ потеншалъ равенъ 
нулю, въ положеня В,, В,, В, ... равна 


Ж= Ут, + Рут, + Тут, + -.. ... . (816) 


Работа, производимая притягивающими силами второй системы для 
перемфщеня точекъ первой системы изъ положен, въ которыхъ потен- 
щалъ равенъ нулю, въ положешя 4,, А,, 4, ... равна 


=, т, + Ут, + Ут, +... ... (8) 
Пусть: 
т,з = разстояве между т, и т’, 
т, = разстояне между т, и т’, 
ее де = 
едем рунет тает 492 (0 
Ти т 7з 
, ‚ , 
О ег 


т’ т'т, тт’, НЕ тут’, Е (820) 
ть 7 Та м 
т" тт’, тт’, тут’, х тт' (821) 
Та 72 Та г 
Поэтому: 
= . (822) 
Эта величина: 
ее р реа . (823) 


называется озаимнымь потенциалом» двухъ системъ иди взаимной работой. 
Если каждая изъ системъ представляеть собою сплошное твло, то. 
формула (323) можеть быть представлена въ видЬ: 


им =. Гуеае=  Дуваь . (824) 


гдЪ: У — есть потевщаль обусловливаемый первымъ тёломъ, 
р’ — плотвость второго тфла, 
®' — объемъ элемента второго тфла, такъ что: 
2'45' = масса элемента второго тБла. 
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$ 330. Формула Грина выраженная помощью взаимныхь потенщаловъ. 
Обратимся теперь къ третьей формул Грина (796): 


о" на’ _ 
Диеты [Гы 
=—-«/ Готье теще а 


Представимъ себф двЪ системы матеральныхъ точекъ (фиг. 128) и 
замкнутую поверхность 5, охватывающую часть 1-й и часть 2-й системы. 
Распространимъ интегралы лфвой части уравневня (796) на эту поверх- 
ность 8, интегралъ же правой части на объемъ, огра- 
виченный поверхностью 5. Пусть: 


т. 
У = потенщаль обусловливаемый 1-ю системою, т; сы 
14 потенщалъ, обусловливаемый 2-ю системою, * пу 
рир' — плотности, % т 
п — ввфшняя нормаль поверхности 5. п у 


Припомнимъ, что формула (796) выведена была при 
условяхъ (795) и что, на основавш теоремы Лапласа, — Фиг. 198, 
3 (У) для внфшнихъ точекъ равенъ нулю. 

Уравнеше (796) можетъ быть представлено, согласно съ (824), и съ 
$ 316 въ видф: 


ГГув-тне= ани, — №]... . 885) 


тдЬ: №, — взаимный потенщвлъ 1-ой системы и внутреннихь точекъ 
2-ой системы, 
И", — взаимный потенщалъ 2-ой системы и внутреннихь точекъ 
1-ой системы, 
Р— сила притяжешя оказываемая на 1 массы въ 45 первою 
системою, 
Р’ — сила притяжен!и, оказываемая на 1 массы въ 4 второю 
системою. 


ОТДЪЛЪ УИ. 


РавновЪе!е гибкой нити. 


ГЛАВА 1. 
РавновЪс1е свободной нити. 


$ 331. Цфпная лниня. Представимъ себф тонкую тяжелую совершенно 
тибкую нить, то есть такую нить, которая подчиняется дЪйств!ю тяжести 
и въ поперечныхъ сфчешяхьъ которой проявляются только натяженя на- 
правленныя по касательной къ нити. Нить предполагается настолько тон- 
кою, чтобы можно было разсматривать ее какъ кривую и говорить о ея 
касательной, плоскости соприкосновен!я и проч. 

Кривая, по которой такая одвородная нить располагается въ верти- 
кальной плоскости подъ дЪйстйемъ своей тяжести, если подвфшена въ 
двухъ неподвижныхь точкахъ А и В, называется мъиною лишею (фиг. 129). 

Найдемъ уравнев!е цфиной лини. Пусть: 
«2 — вфеъ единицы длины нити = плотность нити, 
4; — длина ея элемента, такъ что: 

ш@з — вфсъ элемента нити, 

С — нижняя точка нити; въ этой точёЪ касательная горизонтальна. 

Примемъ какую-нибудь горизоитальную прямую, лежащую въ плоскости 
нити, за ось 2; вертикаль, проходящую чрезъ С примемъ за ось у. Пусть: 

ф — уголъ наклонен1я касательной къ точкф т нити къ оси х, 
Т. — наляженще въ С, 

Т — натяжене въ точк$ Р, 

5 = длина части СР’ нити. 

Направлешя натяженй Т, и Т указавы на чертеж (фиг. 129) 
стрЪлками. 

Часть СР нити находится подъ дйств!емъ трехъ силъ: Т,, Ги вфса 
0 .з приложеннаго къ центру тяжести дуги СР. 

Равновфс!е горизонтальныхъ слагающихъ выразится уравнешемъ: 
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РавновЪс1е вертикальных слагающихъ выразится уравнешемъ: 
А - (827) 
Раздфливъ почленно (827) на (826), получимъ: 


в Е А: т. .. (828) 
Если вить однородна, то № постоянное, и можно положить: 
г В р: В (829) 
такъ что (828) приметъ видъ: 
#4 сч АЕ (930) 
Извфетно, что: 
(#) 1 - ем (831) 


Изъ (830) и (831) слдуеть: 
@ = [а 


ау НИ 
Иди 
4 
мур. м .. (838) 


Интегрируя (832), получимъ: 
у А И а. (833) 


тдВ А постоянное интегращи. Если 2 и $ увеличиваются, то и у увели- 
чивается, какъ это вид- 
но изъ (830). Поэтому 
въ (833) нужно пе- 
редъ радикаломъ взять 
знакъ +. При $ =0 
изъ (833) имфемъ у 
А==е. Слёдовательно, 
если возьмемъ ось 2 
на разстояи с ниже 
точки С, то А —= 0, и (833) приметь видъ: 


Е Е (834) 
Подставивъ въ (830) величину 4у изъ (832), найдемъ: 
с45 
узжа=4 ..--. . ‹ (835) 


Интегрируя (835), получимъ: 
с. 9 [83+ У +] =г-В...... (836) 


тдё В постоянное интегращи. При 2 —0и $ — 0; поэтому В = с с, 
и (836) приметъ видъ: 


У"... . (837) 
Изъ (837) и (834) находимъ: 

= (+: 9 (838) 

А а. 2408897 


Здфеь (839) даеть даину нити оть С до точки Р, имфющей абсциссу 
2, тогда какъ (838) и есть уравнене цтпной лини. Вертикаль Оу, про- 
ходящая чрезь нижнюю точку С нити, называется осью цфИноЙй лини. 
Горизонталь Ох, лежащая подъ нитью на разстояни с отъ (, называется 
директрисою цфиной ливи. Нижняя точка С называется вершиною цфп- 
ной лини. 

$ 332. Свойства цфпной линм. Уравненйя (826) и (829) показываютъ 
что зюризонтальная слаающая напряженя одинакова в0 всъхъ точ- 
кахь цптной лини и равна 1 . с. 

Уравнеше (827) показывает, что вертикальная слаающая напряже- 
зая равна ш .з, то есть пропорщональна длинъ нити, считаемой оть 
вершины С’ д0 разсматриваемй точки т. 

Возвышая почленно въ квадрать и складывая (826) и (827), поду- 
чимъ: 

Та 
или, согласно съ (829): 
ТР = и (82 с) 
или, согласно съ (834): 
ТЕМ. У. - орк . - . (840) 

Слфдовательно: полное напряжене равно ш . у, то есть тпропоршо- 
нально ординатъ. 

Укажемъ на нфкоторыя свойства цфиной лини. 

Положимъ, что тМ есть ордината въ т, такъ что, соглаено съ (840): 


Е Е (841) 


Опустимъ изъ № перпендикуляръ №Г, на касательную, проведенную 
въ т. Тогда: 
уголь т№УЁ = $ 


т =". ВМ 
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согласно съ (827), 


МЕ=тМ . фе ........ (843) 
согласно съ (826). 
Изъ (830) имфемъ: 
УФЕ + 
Дифференцируя, получим: 
еее: 844 
Пе и о (844) 
Извфетно, что радусъ кривизны р выражается чрезъ ф формулою: 
45 
РЕ ДЕ --: лаееааоеота, (845) 
Изъ (844) и (845) получимъ: 
с 
р= Ню п И - (846) 


Но изъ прямоугольныхь треугольниковъь № и №тН слфдуетъ: 


= № _ ГМ 
ТР вф оф 
или, согласно съ (843): 
с 
т = оз БОЕ (841) 
Изъ (846) и (847) слфдуеть: 
р = тН = нормали въ точк т ......- (848) 


Форма циной лини вполнф опредфлена, если дано единственное по- 
стоянное с, входящее въ ея уравнене (838). Это постоянное с называется 
параметромъ цфиной лини. 

Изь (846) слфдуеть, что с равно радусу кривизны въ вершин (при 
Ф= 0): 

$ 333. Равновъе!е неоднородной нити. Если нить неоднородна, то есть 
плотность ея неодвнакова въ разныхъ ея точкахъ. но постепенно м#- 
няется съ переходомъ оть одной точки къ другой, то вЪеъ части нити 


‘оть 3 = 0 до $ — $ будеть: 
. 


| А ея. (849) 
5 
Поэтому вмфсто (826) и (827) получимъ: 
Торг Па Икона (850) 


Подставляя эти величины въ (854), получимъ: 


=, [ 5 ег Фу (857) 


4=] | `44 


Это уравнеше (857) опредфляеть плотность въ каждой точ не- 
однородной гибкой нити. 
Наобороть: можетъ быть данъ законъ: 


О. (858) 


распредфлен!я плотности. Чтобы найти по этому закону уравнене не- 
однородной гибкой нити опредфляемъ изъ (852) # (равную & $); поло- 


жимтъ, что получили: 
ау 


Е Е ($). 
Тогда: 
#= Г ЕО ИЕ О (859) 
„= /и- (ЕТ. 20. лова 60 


$ 334. Цинлоидальная нить. Неоднородвая нить виситъ, имфя форму 
циклоиды. Найти законъ распредфленя плотности. 
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Извфетно, что въ циклоидь, описанной катаньемъ круга радуса а 


р = 4а 0$ $ 
$ = 4азтф 
Подставляя въ (854), найдемъ: 
То 16а? Ть 
= 2008 ф = ЩЖ ел 861 
> 4а (16—85?) (861) 


$ 335. Параболическая нить. Рьшимъ задачу, относящуюся къ устрой- 
ству цоныхъ мостовъ. 

На нити ШОСЕ подвьшена помощью весьма легкихъ вертикальныхь, 
нитей другая нить АОВ (фиг. 130). В%еъ нити ОСЕ и вертикальных 
витей ничтоженъ сравнительно съ 
вЪсомъ нити ЛОВ. Вертикаль- 
ныхъ нитей такъ много, что каж- 
дый эдементь нити АОВ висить с р 
на особой вертикальной нити. Най- 
ти кривую, по которой должна ра- 
сположиться верхняя нить ДСЕ А ом в 
для того, чтобы нижвяя нить 4ОВ Фиг. 130. 
была прямолинейна. 

Натяжен!я въ точкахь О и М нижней нити горизонтальны и взаимно 
равны; слфдовательно вфсъ части ОМ несется натяженями въ точкахъ 
Сир верхней нити. Поэтому верхняя нить ДСЕ можеть быть разсма- 
триваема какъ такая однороъная тяжелая нить, въ которой вфсъ какой- 
вибудь ея части СР равенъ тж, гдЪ х разстояше ОМ. 

Равновфс!е горизонтальныхъ силъ даетъ: 


Ромен: Иа . (862) 
РавновЪс!е вертикальныхь силъ даеть: 


о. И 
Дфая (863 на 862), получимъ: 
т. 9ФЕТ,. еее (864) 
Интегрируя (864), получимъ: 
2 . 
= - = о а (865) 


тд с постоянное интегращи. 

Уравнене (865) представляеть собою параболу. Итакъ: верхняя нить 
располагается по параболф. 

Нижняя нить можеть быть замфнена балками моста. Эта задача была 
рЬшена впервые академикомъ Николаемтъ Фуссомъ (Моуа Асёа Рейгоро- 
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Лапа, &. 12, 1794), проэктировавшимъ цфиной мостъ черезъ Неву, но 
нашедшимъ, что изготовлявиияся въ то время цфии не выдержали бы 
такого моста. 

$ 336. ЦЬль равнаго сопротивлен!я. Тяжелая нить, висящая на двухъ 
неподвижныхъ точкахъ, такова, что площади ея поперечныхъ сфченйй про- 
порщональны натяженямъ. Найти кривую, по которой располагается 
такая нить. 

Всъ элемента нити равенъ № 43. По условю задачи: 


в Иа. $ о вре ЗВ (866) 
гдф с нзкоторый постоянный коэффищенть. Получимъ: 

ТевФ=Т,.. . (867) 
А мы. (868) 

Отсюда: 
с. м = [зе .%.. вуз 80; (869) 

Дифференцируя, получимъ: 
а 

‹ 8003 ф = *— - а ., (870 
с Ф зес ф Е (870) 

Отсюда: 
24 0002=8 са ок сай (871) 


Здесь ф есть уголъ. составляемый касательною съ горизонталью. Онъ 
равеяъ углу, составленному нормалью съ вертикалью: Слфдовательно (871) 
показываеть, что въ настоящемъ случаф: проложене радуса кривизны 
на вертикаль, есть величина. постоянная. 

Пользуясь формулами (855) и (856), получимъ изъ (871): 


ау\|-' Фу _1 
|  (# пе... 8) 
Интегрируя, получимъ: 
Ч 
в=4 ($ =). а 
тдЪ А постоянное интегращи. Если начало взято въ нижней точкЪ нити, 
10 А = 0. Поэтому: 
ау _ х 
=. (5) роЕ.. (874) 
Интегрируя, получимъ: 
и—‹-и (5). Аир. т 


Воть каково уравнене нити равнаго сопротивленя. 


— 388 — 


$ 337. Уравнешя равновЪс!я нити, подъ дЪйстйемъ какихъ бы то ни 
было силъ, въ перемфнныхь присущихъ задачъ. Пусть (фиг. 131): 

„А начало, отъ котораго отсчитывается дли- 
на $ нити, 

АР, 

АО = 8-+ 45, В 

Т наляжеше въ Р. 

Т -+ аТ натяжене въ ©. 

Разложимъ силы, дфйствующия на элементъ 8 
РО, по касательной, по нормали и по бинор- 
мали (бинормалью называется перпендикуляръ 
къ касательной и нормали), проведеннымъ въ Фиг. 131. 

Р. Пусть: 

Е 4з— сила, направленная по касательной въ сторону возрастающих $ 

С 4з—сила, направленная по внутренней нормали, 

Н 4—<ила, направленная по бинорхали; 

С—цевтръ кривизны элемента 45 = РО. 

Эти три направлен!я называются главвыми направленями кривой въ 
точвЪ Р. Уголъ РСО равенъ углу 4$, составляемому касательными, про- 
веденными въ точкахъ Ри 0. 

Элементъ 4 находится въ равновфеи подъ дЪйстмемъ силъ: 


7. Т-+ат. Е; 64; На. 
Равнов<е сидъ, направленныхь по касательной, дастъ: 
(Т-+аТ) . сов (а) -Т+Е@&=0..... (816) 


Здфеь уголъ 4ф весьма малъ, велфдотвие чего соз (4Ф) можно принять 
за единицу, и (876) приметъ видъ: 


ат-ечмане о. с. т . (877) 
Равновфейе силъ, направленныхь по нормали, дастъ: 
(Г -+ аТ) за (49) +64 =0...... . (878). 


Здфсь въ сумм Т-+- 47 можно пренебречь членомъ 47 и, всафдотве 
малости угла @р положить зт (4$) = 4$. Тогда (878), согласно съ (845) 
приметь видъ: 


ДвВ посафдовательныя касательныя, по которымъ направлены ватяже- 
ня Ги Т-наТ, лежать въ плоскости прикосновешя и потому не да- 
дуть проложен! на бинормаль перпендикулярную къ этой плоскости. По- 
этому равновфое силъ, направленныхъ по бинормали, дастъ: 


Я. в ИЕ (880) 
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'Уравненй (877), (879) и (880) и суть искомыя обиия уравнешя раз- 
новфея нити въ перемфнныхъ р и $. Плотность ю предполагается вкаю- 
ченною въ 45, @ 45 и Н 4. 

Эти уравненя показываютъ, что дёйстве натяженй Ти Т-+ 47 
эвивалентно дЪйствю силы 4Т’ дЪйствующей по касательной и сил Т г 
дЪйствующей по внутренней нормали. 

$ 338. Уравнене равновЪфс!я гибкой нити, подъ дЪйствемъ какихъ бы 
то ни было силъ, въ Декартовыхь координатахь. На олементь 4 = РО 
(фиг. 132) дЪйствують силы Х 4, 
У 4, 243 и натяжен!я, приложен- 
ныя въ Ри 0. 

Проложене на ось х, натяжевя, 
дЪйствующаго въ Р’ равно 7’соз (48, 2) 

4х 
или Та, и направлено вл®во. 

Проложеше, на ось 2, натажешя, 
дЬйствующаго въ © равно, слфдова- 
тельно; 


ах а 4х 
Фиг. 132. (7) + (" *) 7} 


и дЪйствуеть вправо. Поэтому равновЪое силъ, направленныхъ по оси 2 
дастъ: 


а (Е 

(7) +Х4=0. 
или 

а [ „ах 

и (еж) + хо. 


ДЪйствуя такъ же съ проложешями на оси у и 2, получимъ: 


ах 
& к (т ЕЯ з) -=Х=о 
а [т в 
ЕЯ (“%) а (881) 


а 4: 9 
в (ти) +2=0 


Таковы искомыя уравненя равновфсйя гибкой нити въ Декартовыхъ 
оординатахъ. 
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ГЛАВА ИП. 


РавновЪ@е нитей, принужденныхъ находиться 
на данныхъ кривыхъ. 


$ 339. РавновЪе!е легкой нити на совершенно гладкой вривой. Нить 
принуждена находиться на данной плоской кривой (напримфръ, заключена 
въ трубку), и на концы ея дЪйствують данныя силы. Найти усломя 
равновёс!я такой нити, предполагая, что между ею и кривою не суще- 
ствуеть трея и что вфсомъ нити можно пренебречь сравнительно съ 
дЪйствующими на ея концы силами. 

На такую вить дЬйствуютъ только данныя натяжен!я концовъ и дав- 
лен!я кривой. Если В 4$ есть давлене кривой на элементь 45 нити, то 
В есть давлеше кривой на единицу длины нити. Это давлене обыкно- 
венно считается положительнымъ въ направлени противуположномъ на- 
правленю радуса кривизны. 

'Уравневя (877) и (879) дадутъ: 

20... г ЕР. .. . (882) 


Эти уравненя выражаютъ, что если легкая нить принуждена оставаться 
за совершенно гладкой кривой подъ дЪйствемъ силъ, приложенныхь къ 
концамъ и находится въ равновфсш, то напряженше 7 постоянно (одина- 
ково во всхъ элементахъ нити) и давлеше В пропорщонально кривизн$. 

$ 340. Равновъсе тяжелой нити на совершенно гладкой кривой. Поло- 
жимъ теперь, что вфеъ нити настолько великъ, что нельзя имъ пре- 
небречь (фиг. 133). 

Элементъ 43 = РО находится подъ дфйствемъ силъ: 

164  — направленной по ордиватв РМ, 
В 48 — направленной по нормали Р@, 
и натяжен!й въ точкахь Ри 0. 
Разлагая эти силы по касательной и по нормали, получим: 


ТТ — 942: А 0.--.. ыы (883) 


То ищи —В.&=0. ... - (884) 


Такъ какъ ф = с › то (883), по интегрирован, даетъ: 
Т=зручье 0 сакс (885) 
Поэтому, если 7, и Т, суть натяженйя въ точкахъ, ординаты кото- 


`фыхь суть у: и У», 70: 
Т, —Т,=ю у)... . (886) 
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Этоть важный результать можеть быть выраженъ такъ: если тяже- 
лая нить принуждена оставаться на совершенно зладкой кривой, лежа- 
щей въ вертикальной плоскости и находится въ равновъеш подь дтй- 
стпемъ данныхь натяженй на концатъ, то разность натяженй въ 
какие-либо Эвухь ея точкахь равна впсу такой же нити, импюшей 
длину равную разности ординатъ этихь точекъ, 

Этоть результать выведенъ только изъ уравнения (883), то есть изъ 
равновфейя силъ, дЪйствующихь только по направлено касательной. По- 
этому онъ не зависить отъ уравневя (884). Сафдовательно, если нить 
только н®которыми своими частями принуждена лежать на совершенно 


Фиг. 133. Фиг. 134. 


тладкихъ кривыхъ, какъ это показано на чертежь (фиг. 134), то урав- 
неше (886) и результать, имъ выражаемый, остаются вфрными и для 
такой нити. Если при этомъ нить висить такимъ образомъ только подъ 
дЬйстшемъ собственной тяжести безъ особыхъ грузовъ на концахъ, то 
изъ сказаннаго по поводу (886) слфдуетъ, что концы ея А и В будуть 
находиться на одной торизонтали и ниже этой горизонтали не будетъ 
находиться ни одна точка нити, а наибольшя напряженя будуть въ 
ваивысшихъ точкахъ нити. 

Для опредфленя натяжен!я въ какой-либо точ Р (фиг. 133) напи 
шемъ (884) въ видЪ: 

В =Тр—чр. 608$... ..... . (887) 

Если Т, есть натяжеше въ какой-нибудь точк% 4 и г высота точки Р* 

надъ 4 (разность высотъ точекъ Ри 44), то, согласно съ (886): 
Т=Т, + ма 

и (887) принимаетъ видъ: 


Вр = Т, в (#— р 008$)....... (888). 
Отложивъ по нормали длину Р5 —р въ сторону противоположную р, 


получимъ точку 5, которую можно назвать антицентром». Высота анти- 
центра 5 надъ А равна 


Эмо, ий (889). 


(888) выражаеть, слдовательно, что разность В —Т, равна вЪсу нити, 
длина которой равна разности высоть антицентра 5 и точки 4. 
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Если конець А свободенъ (фиг. 134), то Вр нъ точёЪ В равно 
произведеню ю на высоту В надъ 4. Въ тёхъ точкахъь С, 0'... въ 
которыхъ нить свободна, давлеше В равно нулю. Слфдовательно, вез 
антицентры кривизны свободныхъ частей лежать на прямой, соединяющей 
свободные концы Аи. Эта прямая называется общею директрисою 
провфсовъ С, С' 

Отсюда слфдуеть, что натяжеше 7 въ каждой точкЪ Р нити равно у, 
тдВ у есть высота точки Р вадъ горизонталью, называемою стазпическою 
директрисою. Величина Ёо равна шу’', гдф у’ есть высота антицентра 
надъ статическою директрисою. Если имфются свободные концы А и Л, 
то они лежять на статической директрись. 

$ 341. Равновфс!е легкой нити на шероховатой кривой. Положимъ, что 
вфсъ нити очень малъ, но между нитью и кривою, на которой она лежитъ, 
существуеть трене. Благодаря тренйю, силы Ёи Е", дфйствуюция на кон- 
цахъ Л и В (фиг. 133) не равны. 

Положимъ, что нить стремится сдвивуться въ направлении .4В. Тре- 
в1е на элементВ 4 равно № В 43, гдЪ № коэффищенть трея. Оно дЪй- 
ствуеть въ направлени ВА. 

Примфняя къ настоящему случаю уравнешя (883) и (884) съ пре- 
небрежещемъ вфса и введешемъ треня, получимъ: 


ВТ — рб... ой 
тив =0 аа (891) 

Исключая А, найдемъ: 
ев поеаеаонес4 32. (892) 


Интегрируя получимъ: 


ИТ=-+-А 
или 


тдВ А и В неопредфленныя постоянныя. 
Если Т, и Т, суть натяжешя въ тЬхъ точкахъ, въ которыхьъ каса- 
тельныя составляютъ съ горизонталью углы ф; и Ф,, то. 


= ВА, ще (894) 


Это уравнеше (894) показываетъ, что если легкая нить находится 
на шероховатой кривой въ предфльномъ равновфеи, то: 
г — @ (=) ы 


Изь (891) видимъ, что Ёр равно натяженю 7. 
Н. Б. Делоне. — Курсь теоретической механики. 2 изд. 22 
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$ 342. Равновъее тяжелой нити на шероховатой кривой. Вводя въ 
уравнемя (883) и (884) и вЪсъ и треше, получимъ: 


АТ ю. 6. зтрф—вВ%=0...... (895) 

ть Тиры (896) 
Исключая В, получимъ: 

ат 

ав "ТЕ рот ф — в 0089). . М 


Помноживь 0бЪ части’на е-?? и интегрируя, получимъ: 
Тель = шо быз— - 08$) ета +С . . (898) 


Если дана форма кривой, то опредЪливъ р чрезъ ф, вставивъ въ (898) 
и взявъ интегралъ, получимъ: 


Тем = (ФС ен, (899) 
Давлене опредфлится уравненемъ: 
ира ЖК АНК ЕС- . (900) 


Если вить огибаеть небольшой блокъ, такъ что можно пренебречь 
вЪсомъ ея части прилегающей къ блоку, то можно пользоваться форму- 
лами предыдущаго параграфа и для тяжелой нити. 


ГЛАВА Ш. 
РавновЪ@е гибкой нити на поверхности, 


$ 343. РавновЪс!е гибкой нити на совершенно гладкой поверхности 
подъ дЪйстьемъ какихъ бы то ни было силъ. 


Пусть: ГЕО. зоо (901) 


есть уравнеше поверхности, на которой лежитъ нить. Пусть: 
Е аз — давлеве поверхности на нить, направленное по онъшней 
нормали, 
1, т, п — косинусы угловъ, составляемыхъ внутреннею нормалью съ 
осями. 
Пользуясь уравненями (881) и включая въ нихъ силу К 4 получим: 


ах 
Ч (т) хм 
а ау и 
(1%) у вы=о 3. пе НИИ (902) 
а [‚. 9) 
шт) 2 в = 
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ЗдЪеь мы имфемъ однимъ неизвфстнымъ Е больше, чЪмъ въ (881), но 
за то имфемъ еще уравнеше (901). 
$ 344. Уравненше равновЪс!я нити, лежащей на поверхности въ пере- 
мЪнныхь присущихъ задачЪ. Пусть (фиг. 135): 
РО — элементь 4$ нити. 
РА — касательная кЪНИТИ ВЪТОЧКЪ Р, 
АРВ — плоскость касательная къ по- 
верхности въ точкЪ Р. 
РВ — перпендикуляръ къ РА въ плос- 


кости АРВ. 
РМ — пормаль къ поверхности въ Р, 
РС — радусъ кривизны нити, лежа- Фиг. 135. 


пи въ плоскости ВРМ, 
в — уголь СРМУ образуемый плоскостью СРА соприкосковеня 
нити и нормалью РУ. 
Элементъ нити находится подъ дёйстйемъ слфдующихъ силъ;: Х 4, 
У 4, 2 4$ дЫствующихъ по осямъ координатъ, которыя не изображены 
на чертеж (фиг. 135), 
давленя №45 по МР, натяжешй въ Ри 0, которыя, согласно съ 
$ 339-мъ, суть: 4Т по РО и Тр по РС. 
РавновЪс!е силъ, направленныхъ по касательной, даетъ: 


ах ау р 
аТ + Х& + У зы + 26, =0. 


Отсюда; ; 
т | (Хах + Уау-+ 2)=А..... (03) 


тдь А постоянное интегращи. 

Положимъ, что снаа консерватавва (Х, У, И—суть производвыя по 
<, у, = силовой функц, И’). "Тогда / (Хах -- Уау- #аз) есть работа 
заданныхъ силъ. Уравнеше (903) выражаетъ, что сумма натяжешя Т 
и работы заданныть силь есть величина постоянная (одинакова во всЪхъЪ 
точкахъ нити). 

Взявъ интегралъ / (Хах -н Уду -н 242) въ предълахъ между двумя 
точками Ри Р’ нити, получимъ: разность Т, — Т, налаженй въ двухъ 
точкахъ нити не зависить отъ длины и формы нити и равна разности ра- 
боть въ этихъ точкахъ, производимыхъ заданными силами. 

Условимся измфрять р внутрь по РС и В внъ по МР. Положимъ, 
что 1, т, п суть косинусы угловъ составляемыхъ съ осями координат вну- 
треннею нормалью Р№. Равновфс!е силъ, направленныхъ по нормали, дастъ: 


То соб = Хы + Утё + ий Ва 0. . (908) 


92% 


Ш. — 


По известной теорем$ о кривизнЪ лин!й, лежащихъ на поверхностяхъ, 
радусъ кривизны р нити будетъ равенъ 


аи ео онаЕ Не . . (905) 
тд р’ есть радусъ кривизны нормальнаго сЪчен!я поверхности, сдфлан- 
наго плоскостью МРА, содержащею нормаль поверхности и касательную 
къ нити. Поэтому (904) пряметь видъ: 


ИХ ут 2в = В ет в . (906) 


Это уравнеше (906) показываетъ, что равнодЬйствующее давлене 
ва поверхность равно суммф нормальнаго давленйя, происходящаго отъ 
натяжевя, и давлен!я равнаго проложеню заданныхъ силъ на нормаль. 

Разсмотримъ наконець равновфе!е силъ, направленныхъ по касатель- 
ной РВ къ поверхности. Пусть ^, в, у суть косинусы наклоненя пря- 
мой РВ къ осямъ координатъ, удовлетворяющие уравненямъ перпенди- 
кулярности: 


9 9/ 9/ 

Ри = 
ах ау 4: _ 
ра 


Равновфсе силъ, направленныхь по РВ дасть: 
тб Ж-+ уь+ 2 =0 ее 8 00 

Уравнешя (903), (906) и (907) суть искомыя уравнен!я равновфея. 

$ 345. Геодезичесия линм. Если на какую-нибудь часть нити не дЪй- 
ствують заданныя силы, а только натяжен!я, то для этой части Х=0 
У =0, #=0. Это можеть быть, напримфръ, въ томъ случаф, если мы, 
держа вить въ рукахъ, наложимъ ее на поверхность такъ, что концы, 
идуще отъ рукъ къ поверхности, будуть вытянуты въ прямыя лини, а 
остальная часть нити натянется на поверхности, привявъ вадъ н%кото- 
рой кривой; эта именпо часть вити, лежащая на поверхности и разома- 
тривается. 

Уравнение (903) показываетъ, что натяжен!я во всЪфхъ точкахъ части, 
лежащей на поверхности, одинаково. 

Уравнене (906) показываетъ, что давлеше пропорщонально кривизнЪ, 
поверхности по нити. 

Уравнеше (907) показываетъ, что 0 = 0, то-есть, что плоскость со- 
прикосновеня нити содержить въ себф нормаль къ поверхности. Кривая, 
идущая по поверхности такъ, что во вефхъ ея точахъ нормаль поверх- 


ности находится въ плосвости соприкосновеня, называется зеодезическою. 
лимею. 
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Итакъ: Нить, натянутая на поверхность, тцинимоеть видь одной из® 
зеодезическихь линй поверхности. 

Поэтому, напримфръ: 

1) Нить, натянутая на тарь, располалается по дуть большоло круш. 

2) Нить, натянутая на крулый цилиндрь, располазается по винто- 
в0й лини, частными случаями которой мозуть быть также окружность 
иерпендикулярная къ образующимь или одна изъ образующих. 


ГЛАВА ГУ. 
РавновЪ$ее растяжимой гибкой нити. 


$ 346. Законъ Гука. Положимъ, что растяжимая (эластическая) нить 
имЪетъ, въ обыкновенномъ (нерастянутомъ) состоянйи длину 1,. Если при- 
ложить къ ея концамъ дв» равныя и противуположныя силы, изъ коихъ 
каждая равна 7, то нить растянется, и ‚длина ея сдЪлается равною 1. 
Опыть показываетъ, что полное удлинене 1 — 1, нити пропорщюнально 
ея первоначальной длинЪ 1, и пропоршонально силЪ 7. 

Въ этомъ и состоить законъ Гука, который можеть быть выраженъ 
формулою: 

рщА=ьт г ыд ссичатасьслн 008 
гдЪ Е—есть нфкоторый постоянный ддя даннаго вещества коэффищенть. 

Еели дв равныя и параллельныя нити будутъ растягиваемы силами, 
изъ которыхъ каждая равна 7 и приложена къ совокупности обфихъ ни- 
тей, то, само собою разумЪется, что для такого же удлиненя ихъ, какое 
было произведено надъ одною нитью, потребуется вдвое большая сила 7. 
Слфдовательно сила, потребная для произведеня данназо удлиненая нити, 
приготовленной изь даннало вещества, пропорциональна площади попереч- 
нало съчетя нити. 

Поэтому и коэффищенть Е пропорщоналенъ площади поперечнаго с$- 
чев!я нерастянутой нити. Однако обыкновенно коэффищенть Е относять 
къ единицЪ площади поперечнаго сЪченя, для того чтобы можно было 
составить таблицы такихъ коэффищентовъ для данныхъ веществъ. Ко- 
эффищенть Е, отнесенный къ единиц площади поперечнаго сфченя, на- 
зывается коэффииентомь упрулости или модулемь Юнза. Чфмъ больше 
коэффищенть упругости вещества, тфмъ мене растягивается, подъ дй- 
стйемъ данной силы, нить даннаго поперечнаго сфченя, приготовленная 
изъ этого вещества. 

Если бы можно было растянуть нить вдвое противъ ея натуральной 
давны и нить при этомъ не рвалась бы и не переставала слФдовать за- 
кону Гука, то, какъ видно изъ (908), нужно было бы приложить къ ея 
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концамъ тавя силы 7, изъ коихъ каждая равнялась бы Е. Если одинъ 
конецъ нити закрфпленъ неподвижно, то достаточно приложить къ свобод- 
ному ея концу силу Т, для того чтобы, по 3-му закону Ньютона, сей- 
часъ же появилось равное и противуположное противодфйстве Ту за- 
крёпленнаго конца. Поэтому можно сказать, что коэффищенть упруюсти 
‘равен тому зрузу, который надо подвъеить на свободный конець нити, 
прилотовленной изъ даннало вещества и имтощей площадь потеречнало 
съченйя равную единиць, для тою чтобы, теоретически чюворя, удвоить 
длину нити, 

На самомъ дЪаВ такое удвоеше длины безъ разрыва и безъ отступ- 
лен!я оть закона Гука можеть быть произведено только еъ нитью при- 
тотовленною изъ такого растажимаго вещества, какъ каучукъ. Въ боль- 
шинств» же случаевъ, при постепенной нагрузкЪ, раньше чфмъ будеть 
достигнуто удвоеше длины, произойдеть разрывъ, а еще раньше начнутая 
отступлен!я отъ закона Гука. 

Тоть наибольшй грузъ, который можно подвфсить на нить, имфющую 
площадь поперечнаго сфчешя равную единиц, не заставляя еще ея отсту- 
пать отъ закона Гука, называется предьломь упруюсти. 

Тотъ наимевьшй грузъ, при которомъ происходить разрывъ нити, 
имфющей площадь поперечнаго сфчен!я равную единиц$, называется ре- 
дъломь времённазо сопротивлешя. 

Въ послфдующемъ мы будемъ предполагать, что не заходимъ за пре- 
дфлъ упругости. 

$ 347. Равновфее растяжимой нити, растягиваемой грузомъ У. Изслф- 
дуемъ равновфее однородной нити, одинъ конецъ которой закрфиленъ не- 
подвижно, а на другой надфтъ трузъ И’. Пусть (фиг. 136): 

О, А,—нить въ состояни нерастянутомъ (ни грузомъ, ни 


0 своимъ вфсомъ), 
©, ОА—нить растянутая грузомъ №’, 
|. Р, |Р Р,9,—элементъ нерастявутой нити, 
|- 9, -9 Р@—олементь растянутой нити, 
| | «—вфсъ единицы нерастянутой нити, 
тя ь= 0,43 в=0,Р, 
А, | т =04& =оР 
А 1 
Фиг. 138. ей, 


Натяжеше 7 въ точкЪ Р уравновъшивается вфсомъ части нити РА 
и грузомъ У Поэтому: 


аи (909) 
Прилагая формулу (908) къ элементу РФ получимъ: 
@2 Раз, = ат, :®.Т 1..2... (910) 
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Исключая Т изъ (909) и (910), получимъ: 


1+0, — 2) +] а В (911) 
Интегрируя (911), получимъ: 
= [* (65 9 $21) + **] +0... (912) 


При 2, =0 и #=0. СлБдовательно С=0. Поэтому, полагая въ 
(912) 2, = 1, получимъ: 


пез 


'Еслибы не было груза, то удлинеше, согласно съ ($ 913) было бы 

. ю. 1,7. Если бы нить не имфла вЪса, то удлинене подъ дЪйствемъ 
пора согласно (913), было бы = ИТ,. Слфдовательно: удкинеще ви. = 
=. 1 вм, .1, п0дь дъйствемь собственнало въеа нити равно тому удли- 


ш. 12-8 .1 = удаинеше ... (914) 


нению, которое происходить отъ подвишиваня зруза равнаю половинь 
ва ви], нити. 

$ 348. Уравненя растяжимой нити, подвЪшенной въ двухъ точкахъ. Для 
опредфлен!я уравнен!я той кривой, по которой располагается тяжелая 
растяжимая нить, подвшенная въ двухъ точкахъ, поступаемъ такъ, какъ 
въ $ 331-мъ. Пусть СР =, = длина нерастянутой части, считая отъ ниж- 
ней точки до Р, остальныя обоужалани такя же, какъ въ $ 331-мъ. 
Получимъ: 


о аа ЕВЕ КииНИС (914) 
Тафт деи ть (915) 
Отсюда: 

3 Ако 
Ш ==а .... (916) 
12 = 101 (61-5 8*) зе анна (917) 

Но 
4. = ; Ел = т 
№. 


Поэтому изъ (914), (915) и (908), получимъ: 


ов ти т(+ = 
Е Тя + Е НЫ `. (918) 


©. 3. 3 гы в КЕ 
=/ побю 2: + в) мк чи яя (919) 


Исключая $, изъ (918) и (919) получили бы искомое уравнене. 


ОТДЪЛЪ УШ. 


РавновЪ$ ее упругихъ стержней. 


ГЛАВА 1. 


Растяженйе стержней. 


$ 349. Растяжене вертинальнаго стержня, верхнй конецъ котораго за- 
ирфпленъ неподвижно. Представимъ себф вертикальный стержень, верхн!й 
конець котораго закрфиленъ неподвижно. Такой стержень будеть раетя- 
гиваться подъ вмяшемъ груза, подвфшевнаго на его нижнемъ конц и 
даже подъ вшявемъ собственнаго вфса. Если ® есть площадь попереч- 
наго сфченя стержня, которое мы предполагаемъ значительно меньшимъ 
длины его, и 7 натяжеше на единиц площади поперечнаго сфченя, то 
натяжеше во всфмь сфчеши « равно ®Т. Такъ какъ стержень можно 
себф представить состоящимъ изъ множества волоконъ, то къ нему при- 
ложимъ законъ Гука, данный въ 5$ 346-мъ, то есть формула 
1—1 _Т 
ва 


зла 33246080) 


$ 350. Теорйя растяжен!я прямого стержня. Раземотримъ боле подробно 
растяжене стержня. Подъ именемъ прямого стержня мы разумфемъ упру- 
гое твердое тфло, имфющее въ нерастянутомъ состояни форму цилиндра 
съ поперечнымъ сфченемъ какого угодно вида. При растяженши стержень 
дфлается тоньше, такъ что его частицы подвергаются не только продоль- 
нымъ, но и поперечнымь перемъщенемъ и только одно прямолинейное 
волокно стержня не подвергается поперечнымъ перемфщенемъ; оно на- 
зывается центральнымь. 

Примемъ центральное волокно за ось хи возьмемъ начало коорди- 
натъ въ точкЪ его закрфилешя. Положимъ, что растягиваюня силы на 
концахъ распредфлены такъ по поперечнымь сфчешямъ концовъ, что 
каждое плоское поперечное сЪчеше остается плоскимъ и перпендикуляр- 
вымъ къ центральному волокну и посл растяженя стержня. Пусть: 

т, у, 2—коордиваты точки Р стержня до растяженя, 
(2 - и), (у--*), = ю)—коорданаты точки Р посл растяженя- 
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Докажемъ, что, полагая: 
4 — 4х; о = —Вуш=—0:...... (921) 


можно найти тавйя постоянныя А, В, С, при которыхъ удовлетворятся 
уравнен!я равновфсйя стержня. 

Положимъ, что РОЕ5 (фиг. 137) есть элементь стержня до растя- 

жен\я, имфющиЙ видъ параллелепипеда, у котораго стороны РО и 5 пер- 
пендикулярны къ центральному волокву. По привятой нами гипотез, 
относительно того, что плоскя поперечныя сЪченя остаются плоскими и 
перпендикулярными къ центральному волокну, парзллелепипедь РОЕ5, 
послЪ растяженя при- 
меть видъ тоже прямо- 
‘угольнаго параллелепи- 
педа Р’0’В5’ (фиг. 
137).СлЪдовательно на- 
тяженя на всфхъ его 
сторонахъ будутъ пер- 
пендикулярны къ этимъ Фиг. 131. 
сторонамъ. Пусть №,, 
5, М, натяженя параллельныя осямъ и отнесенныя къ единиц пло- 
щади перпендикулярныхъ къ нимъ граней параллелепипеда, дЪйствующйя 
на грани сходяпияся въ Р’. Условимся считать ихъ положительными— 
когда они растягиваютъ (какъ въ нити) и отрицательными, когда они сжи- 
маютъ. Пусть: 

а, $, с—ребра параллезепипеда до растяженя. 

а (1-8), 6 (1-8), с (1 7) — ребра параллелепипеда посл растя- 
женя. 

Силы №,, №, №, будуть функшями перемфнныхъ а, В, 1. Разлагая 
эти функщи въ ряды по возрастающимъ степенямъ перемфнныхъ а, 8, 7 
и пренебрегая степенями выше первой, получимъ: 


М, = +7........ (992) 


ЗдЪсь при Ви т коэффищенты одинаковы, потому что мы предпола- 
таемъ вещество стержня однородвымъ по отношен!ю растягивая по ка- 
кимъ бы то ни было направленямъ (изотропвымъ, а не кристаллическимь 
или слоистымъ), По той же причин №, должно такъ же выражаться 
чрезъ 8, 1, а, какъ №, выражено чрезъ а, В, 7. Поэтому: 


№, = В+ (1+8)... (922) 


Точно такъ же: 
ХИ =. ата (924) 


Полагая: 
КА =оаь, 
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можно представить (922), (923) и (924) въ боле симметричной форм; 
М, = Эра + А (а 8+1) 
Мавр ти... (925 
М, = Зы ^@-в-у 


Ребра 4х 4у 42 нерастянутаго элемента превратились, послф растя- 
женя въ 4х-н 4и, ду-+ 4, 42- аш. Слфдовательно: 


ВелЪфдств!е существовавя равенствъ (921) и (926) уравненя (925), 
примутъ видъ: 

№, = 2вА + А (А — ЭВ) 
ХМ, =— 25 В + (4—8) }....- : (921) 


. 
№, = — В + ^(А—2В) 


Эти уравненя не зависять отъ х, у, 2, такъ что каждый внутреннй 
элементь находится подъ дЬйстйемъ раввыхъ и противуположныхь силъ, 
приложенныхъ къ его противуположнымъ гранямъ, такъ кавъ, напримръ, 
правая грань одного служить афвою гранью сосфдняго. Слфдовательно, 
при принятой гипотезЪ, выраженной уравненями (921) внутренние эле- 
менты находятся въ равновъсйи. 

Остается разсмотрфть элементы потраничные, то-есть таке, у которыхъ, 
одна или нфеколько граней находятся на боковой поверхности стержня. 
Тая грани параллельны центральной оси и (въ пустотв) не подвержены 
никакимь вафшвимъ давлешямъ. Слдовательно для равновЪойя погранич- 
ныхъ олементовъ необходимо, чтобы №, и №, были равны нулю, то-есть, 
согласно ст, (927), нужно, чтобы: 


— В+ А (А—2В) =0 
абы 
О ото 
Исключая В изъ (928) и перваго уравненя системы (927) получимъ: 
с в (3+) 
А-+ь 
Согласно нашимъ обозначешямъ: Ал—есть удлинеше, Вх— боковое 


сжат!е стержня длины 2 и ширины у; №—есть растятивающая сила на 
единицу площади поперечнаго сфчен!я. Поэтому (928) и (929) даютъь: 


ты удлинеше А-ь х 
` первоначальная длина в (ЗА 1) “^ 


или 


. . (930} 
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уменьшене ширины ов х р 
первоначальная ширина 2. (3А-+ 2.) = 


.. (931) 


При такихъ А и В всЪ элементы уравновфшены; что и требовалось 
доказать. 


Сравнивая (930) съ закономъ Гука: 


1-1 Т 
И га . (920) 
видимъ, что: [ 
— в (3-24) 
Е— Гораедасеиааие <> = . . (932) 


Называя чрезъ Е, соотвЪтетвующий коэффищенть упругости бокового 
сжалйя, получимъ изъ сравнешя (931) и (920) съ (932): 


ЕЕ ен (932) 


ГЛАВА ИП. 


Сгибан1е стержней. 


$ 351. Общя поняця о сгибанм горизонтальнаго прямого стержня, за- 
дъланнаго однимъ нонцомъ въ стЬну. Положимъ, что АВ (138) есть прямой 
горизонтальный упрумй стержень, задфланный своимъ концомъ 4 въ не- 
подвижную стБну и несушйй на свободномъ концф В грузъ И. Изса\- 
пуемъ, каковы напряжен!я въ сфчени, проходящемъ 
чрезъ точку С, которыми поддерживается часть СВ 
стержня и грузъ И”. А__< В 
Положимъ сначала, что вфсомъ самого стержня 
можно пренебречь. Реакшя въ С не можеть со- 
стоять изъ одной силы, потому что тогда эта сила 
уравновфшивалась бы силою У’, съ которою она не Фиг. 138. 
можетъ лежать на одной прямой. Чтобы опредфаить 
совокупность реакщй дЪйствующихъ въ С, перенесемъ силу И’ въ С. Для 
того чтобы при этомъ не нарушить равновЪоя, мы обязаны, согласно 
съ 5 91-мъ, добавить еще пару, имвющую моменть И. ВС. Очевидно, 
что внутреныя упрумя силы (напряжевя) должны быть, для равновфойя, 
эквивалентны силф И приложенной въ С по вертикали внизь и парь 
съ моментомъь И. ВС, во дЪйствовать въ противоположную сторону. 
Если тяжестью стержня нельзя пренебречь, то можно разсматривать 
вфсъ М” части СВ сосредоточеннымъ въ средин$ отрзка СВ. Перенеся 
и его въ С, должны мы добавить пару съ моментомъ И”. >: Итакъ: 


м 
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избравъ С центромъ приведешя силъ, получимъ, что въ С дфйствуютъ: 
1) сила И-+ И” и 2) пара, имфющая моменть И. ВС И’. г . 
Внутреня напряженя въ С должны уравновфшивать эту пару и силу. 
Моменть У. ВС-н И”. и называется стибающимь моментомъ въ дан- 
номъ случа. 

Сила У + И” вазывается сдвигом. 

Замфтимъ, что оказалось достаточным разсемотрёть только силы, 6о- 
торыя были приложены по одну сторону отъ С, для опредфлевия реакщй 
въ С. Это происходить потому, что реавши въ С противъ силъ, дёй- 
ствующихъ на СВ, уравновЪтиваются этими силами; равныя и противо- 
положныя реакци въ С противъ силъ, дЬйствующихь на АС, уравно- 
вЪшиваются этими силами. Поэтому достаточно изслфдовать внфин!я силы, 
дУйствующя по одну сторону разсматриваемаго сфчешя; ихъ совокуп- 
ность должна уравновфшиваться реакщями этого сфчешя. 

Ве внфшия силы, дЪйствуюция по одну сторону разсматриваемаго 
сЪченя приволятся въ какую-нибудь точку С этого сфченя, и получается 
пара, моментъ которой называется снибающимь моментомь и сила пер- 
певдикулярная къ балкЪ, называемая сдвигом. 

$ 352. Невфсомая балка, лежащая на двухъ опорахъ подъ дЪйстиемъ 
одного груза подвзшеннаго между опорами. Балка, вфсомъ которой можно 
пренебречь, лежитъ горизонтально на двухъ опорахъ А и В. Тяжелый 
трузъ 7 передвигается весьма тихо по балк отъ одного конца до дру- 
гого. Найти напряженя въ каждой точкф балки (фиг. 139). 

Положимъ, что грузъ 
7 находится въ точк® 1. 


Фиг. 139. Ви Е — давлейя 
на опоры А и В. 
Согласно $$ 81 и 83 получимъ: 


Вто ВБ родь 2$ .. (934) 
Ва ИВ ааа аа . (985) 


Этими уравнев!ями опредзаяются В и В". 

Найдемъ напряженя въ точкф Р, полагая АР=. Для этого, с0- 
гласно съ предыдущимъ параграфомъ, достаточно разсмотрфть равновзае 
части АР балки, находящейся подъ дЪйствемъ только силы В. Перенеся 
эту силу въ Р видимъ, что сдвигь въ Р равенъ В; сгибающИй моменть 
равенъ Вх. 

Сгибающий моменть легче можетъ сломать балку чЁмъ сдвигъ, поэтому 
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его именно и изслфдуемъ подробифе. Откладывая отъ каждой точки балки 
ординату у равную Вх получимъ прямую 


ебут тео На (937) 


Эти двЪ прямыя ясно представятъ распредфдеве сгибающихь моментовъ 
для даннаго положеня точки 2: сгибающёий моментъь въ каждой точкЪ 
балки равенъ ординать той или другой изъ прямыхъ (936), (937) начер- 
ченныхь пунктиромъ. Наиболышй сгибающий моментъ, какъ видно изъ 
чертежа (фиг. 139) находится въ точкЪ 1. Если М передвигается по 
балк, то и величина этого наибольшаго сгибающаго момента измфняется; 
такъ гакъ она, согласно (936) и (937), равна В или В' (1—9). Под- 
ставляя сюда вмфсто Ё или Ё’“ихъ величины изъ (934) и (935) получимъ 


сгибающЙ моменть въ М —= И (1—1. 


Онъ достигаеть максимума при & = ыы то есть когда № находится въ 
средин8 АВ. 

Итакъ наибольшее напряжене вызывается, когда грузъ находится въ 
срединв балки и оно находится тогда именно въ поперечномъ сфчени, 
проходящемъ чрезъ средину балки. 

Пувктирныя прямыя, уясняюцщя распредфлеше сгибающихъ момен- 
товъ, называются дипраммою слибающихь моментовь. 

$ 353. Невфеомая не измфняющая своего вида балка подъ влянемъ 
нъекольнихь поперечныхь силъ. Положимъ. что на балку дфйствують пер- 
пендикулярныя къ ней силы Ё,, В, В,, В, (фиг. 140) приложенныя въ 
точкахъ Д,, 4., А, Аз. Пусть: А.А, —а,; А.А. =а,) ААА —а, ... 
Сгибающ  моменть въ 
какой-нибудь точкЪ Рбал- 


ки, лежащей, напримфръ, в, 

между А, и А, получится Те 

изъ разсмотрфвя силъ, А. Аз Аз А+ 
приложенныхь съ одной Фиг. 140. 


какой-нибудь стороны оть 
Р. Если положить А.Р =, то сгибающИ моменть въ Р’ будетъ: 
у = Вх - В, (1 —а,) + В, (&—а,)..... (938) 


Даграмма, представляющая сгибаюпие моменты для точекъ Р, лежа- 
щихъ между А. и 4., выражаемая уравнешемъ (938) есть прямая. 
Даграмма сгибающихь моментовъ для точекъ, лежащихъ за А, вы- 
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разится уравнешемъ: 
у = В,х — В, (1 —а,) + В, (т —а,) — В, (#—а,) . (939) 


Это опять прямая. Такимъ образомь полная д!аграмма сгибающихъ мо- 
ментовъ выразится рядомъ наклонныхъ прямыхъ. Она можеть быть по- 
строена весьма просто слфдующимъ образомъ: вычисляемъ сгибаюцие мо- 
менты только для тьхъ точекъ, въ которыхъ приложены силы и откла- 
дываемъ эти моменты какъ ординаты. Соединяя затфмъ ковцы такихъ 
ординать прямыми, получимъ полную даграмму. 
$ 354. Тяжелая не изм5няющая своего вида балка подъ влянемъ нЪ- 
сколькихъ поперечныхь силъ. Если приходится принимать во внимане и 
вфсъ балки, то Даграмма будетъ имфть другой видъ. Сгибаюний моментъ 
будеть, въ этомъ случа, содержать не только силы Ё,, В... но и ввсъ 
масти А,Р балки, приложенный въ средин этой части. Онъ будетъ равенъ 
1 
У = УВ (1— а) — р 
тд есть вфсъ единицы даины балки. 
Уравнеше (940) представляетъ собою параболу. Такова д1аграмма для 
точекъ Р лежащихъ въ промежутк® между двумя послфдовательными си- 
лами В. Полвая дфаграмми состоитъ изъ всколькихъ параболъ, изъ коихъ 
каждая пересфкаеть слфдующую въ конц ординаты, возставленной изъ 
точки приложеня одной изъ силъ Ё. Оси всЪхъ параболъ перпендику- 
лярвы къ балкЪ. 
$ 355. Кривая балка подъ влянемъ нъеколькихъ силъ, мало изифняю- 
щихъ ея форму. Представимъ себф товкую кривую балку (фиг. 141). 
Пусть: 
Т—наляжеше въ точк® Р, 
О—сдвигь въ точка Р, 
Т,—сгибающий  моменть 
въ точкВ Р, 
Е, Е, „.. силы приложен- 
Фиг. 141. ныя въ Г), Л... 
8,, 8,... углы, состав- 
ляемыя этими силами съ касательною, проведенною въ Р: 
Согласно сказанному въ $ 351, достаточно разсмотрфть равковфое 
въ части РВ балки, 
Равнов%с1е` по касательной дастъ: 


ПИ ЬА: ь (941) 
РавновЪсе по нормали дастъ: 
О -- Ета = 0. . (942) 
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Пусть р, р... суть перпевдикуляры, опущенные изъ Р на силы 
В, Е, ... Равновзое паръ дасть: 


О БЕ М АСЕ (943) 


Изъ (941), (942) и (943) можно опредфлить Т, (и Г, если дана 
‘форма балки и силы Ё,, Е, ... 
$ 356. Кривая балка подъ влямемъ силъ, значительно измфняющихъ 
ея форму. Если’ приложенныя къ кривой балк силы значительно измЪ- 
вяють ея форму, такъ что окон- 
чательный видъ, принимаемый ею 
подъ вмляшемъ этихъ силъ, неиз- 
вфетенъ, то способъ предыдущаго 
параграфа уже не приложимъ и ГА 
приходится выводить уже не ко- 
нечныя а дифферзншальныя урав- 2 
неншя равновЪоя, разсматривая 
дЬйств!е силъ уже не на конечную 
часть балки, а на безконечно ма- 
лый ея элементь (балка предполагается весьма тонкою). Пусть (фиг. 142): 
Ро—разсматриваемый элементъ балки, 
$— дуга ПР считаемая отъ произвольно выбраннаго начала 1). 
Пусть: 
Т—натяжене, считаемое положительнымъ въ направлеши РА, 
[|—сдвигъ, считаемый положительным по внутренней нормали РС, 
1Т,—моменть пары въ Р, направленной по стрфлкЪ. 
Напряженя, которыми часть АР дЪйствуеть на РВ будуть 


Фиг. 142. 


Напряжен!я, которыми часть ОВ дЬйствуеть на ФА будуть: 
Т-ат о-ай: г-ар 


1 -+ аТ ваправлено по 9В; 0 + 40 ваправлено по 90; направаен!е 
пары имфющей моментъ Г, -- 4Г, указано двойною стр№лкою. 
Пусть ф есть уголъ наклонев!я касательной въ Р къ оси 2 (взятой 
произвольно). Тогда: 
4$ = углу составляемому касательными въ Ри ©, 
— углу РО составляемому нормалями въ Ри ©. 
Пусть: 
Е 43—проложеше на касательную въ Р’ силы, дЪйствующей на РО, 
С 4з— проложене на вормаль въ Р силы, дфйствующей на РО. 
Равновфсе по касательной дастъ: 


Т-+ (Т-+ а7) оз (44) — (И -- 40) вт (а) = Е аз = 0. (946) 
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Равновфие по нормали даст: 
— 0 -+ (0 + 90) ев ($) + (1 + аТ) эт (а) +66=0 .. (947) 
Равновфое паръ дастъ: 


ра + б-+аа+ т в4 (т) =0 . (948) 
Въ предфлЬ эти три уравненя примуть видъ: 
иро+в= бое. = 
ща = (950) 
г еб" и ВЕ вы (951) 


Эти три уравненя (949), (950) и (951) будуть уравнешями равновфея 
разсматриваемой балки. 

Для того чтобы опредфаить видъ принимаемый балкою подъ дЪйствемъ 
приложенныхьъ къ ней силъ, требуется еще одно уравнеше. Провфрено 
опытомъ и доказывается въ теор упругости что если 

р, — ражусъ кривизны тонкой балки до сгибашя, 

р — радусъ кривизны согнутой балки, то 


в=к(,—,) г раса Ов) 
р р 
гдз Г, имфеть то же значен!е какъ и въ уравнешяхть (949), (950) и (951): 
К нфкоторое постоянное, зависящее отъ матер!ала, изъ котораго сдфлана 
балка. 
$ 357. Прямая балка, немного измфняющая свой видъ, лежащая на 
нЪсколькихь опорахъ подъ дЪйстыемъ собственной тяжести. Тяжелая тон- 
кая балка покоится на нфсколькихъ опорахъ, расположевныхьъ по прямой 
горизонтальной лини и немвого сгибается подъ дйствемъ собственной 
тяжести. Изелфдовать ея внутреныя напряжевя и прогибъ. 
Пусть (фиг. 148) 
А, В, В... точки опоры, 
АВ=а; ВО=Ь..., 
1 — измфряется оть В въ направлеши ВС, 
у — ордината балки въ точкф ©, лежащей между Ви С, 
р — считается положительнымъ въ тьхъ точкахъ, въ которыхъ с0- 
тнутая балка обращена вогнутостью вверхъ. 


Сотлаено съ (952) моменть сгибающей пары равевъ ®. Если р по- 


ложительно, то нижн!я волоква балки вытянуты, а верхн!я сжаты. Сл%- 
зовательно 7. въ @ дфйствуеть на В© въ сторону противуположную дви- 
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женно стрёлки часовь и на ©С въ сторону движеня стрёлки часовъ. 
Пусть сдвигъ въ ©, дВйствующий на ОС, равенъ [Ги его положительное 
направлене идетъ по вертикали внизъ. Пусть: 
Ть и 0,—суть пара и сдвигъ въ точкф Г) безконечно близкой къ В, 
и лежащей вправо отъ В, 
% — вЁсъ балки на едивиц® длины, 
162 — вЪеъ части ОО. 
РавновЪо!е моментовъ, дфйствующихь на ДО дасть: 


Е Ир-уий по ОВ 


Мы полагаемъ, что балка сгибается только немного и что К очень 
велико; поэтому въ лвой части уравневя (953), въ которой К входить 
множителемъ, мы не прене- 
брегаемъ изгибомъ балки, 
которымъ пренебрегаемъ 
въ правой, считая сдвигъ 
дъйствующимъ попрежне- 
му вертикально. Поэтому 


же въ формул А. с 
Фу 
р 
й 4у\* |} 
|. = (*) | Фиг. 148. 


пренебрегаемь малою величиною У такъ какъ балка остается во вофхъ 


частяхъ почти горизонтальною, и полагаемъ: 


1 ау 
а азолиаат мВ (954) 
Изъ (953) и (954) имфемъ: 
ЕЕ, 0 р о О 
если 2 заключается между о иб. 


Пусть 
1’, О’—пара и сдвигь въ точкф Г’ безконечно близкой къ В 
но лежащей влфво отъ В, 
Е, — давлеше опоры на балку въ В. 
Равновфойе безконечно малой части ДЛ’ балки даетъ: 


й/— = эВрик БЦ звоща . 057) 
. Б. Дыюше. _Курсь теоретической механики. 2 вал. 23 
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Для точки Р, лежащей между А и В, такъ что ВР отрицательно, 
имфемъ подобно (955): 


К т = 1, — 0х — ы о : (958) 
здфеь х заключается между х =О их = — а. 


Наконець, обозначая чрезъ 0 сдвигъь въ какой либо точк® балки, 
согласно съ (951), имфемъ: 


ар 4зу 
== Каа- аи. -- (959) 
Интегрируя дважды (955), получимъ: 
а 1 1 

К +1 5 паи сн: (960) 

тд В = уголъ наклоненя балки къ горизонту въ В. 

1 1 1 
Ку — КВ 5#— 5 07 — 240 мну 1. 


Въ послфднемъ интегрировав!и постоянное интеграци=0, такъ какъ 
ти у одновременно обращаются въ нуль. 
Если у —= 0 при 2 = то изъ (961) получимъ: 
1 1 1 
о = КВ ИИ — ды... .. (962 
Точно такъ же изъ (958) получимъ: 


о = ЕТ Та— = 


$ 358. Уравнене трехъ моментовъ. Если 1, 1», Г, суть моменты вь 
опорахъ 4, В, С, то равновъое паръ при Си А дасть: 


Исключая 0, и 0,' изъ (962), (963), (964) и (965), получимъ: 
Та -+ ЭТ, (а + 5) + 16 1 6 (аз 63)... . (966) 
Это уравнеше, выражающее связь между тремя моментами Г, 1, и 1» 


чрезвычайно важно въ инженерномъ дфлф. Оно называется уравнешемь 
треть. моментовъ. При помощи его можно, по двумъ даннымъ моментам 
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въ двухъ точкахъ опоры, найти моментъ во всякой точкВ балки. ЗатВмъ 
изъ (964) и (965) можно найти сдвиги и изъ (957) даваен!я на опоры. 
Это уравнене (966) трехъ моментовъ особенно важно въ теор!и мостовъ. 

$ 359. Теорйя балки, согнутой въ дугу окружности большаго радууса. 
Однородная прямая тонкая балка согнута безъ растяженя въ дугу окруж- 
ности, описанной большимъ радлусомъ. Опредфлить сгибающ моментъ въ 
каждомъ ея сфчени. 

Въ основани рЪфшеня этой задачи положимъ гипотезу, справедли- 
вость которой докажется впослфдетйи тЬмъ, что уравнешя равновея 
окажутся удовлетворенными. Эта гипотеза заключается въ слфдующемъ: 
1) веЪ волокна параллельныя длин балки сгибаются въ дуги окружно- 
стей, центры которыхъ лежатъ на одной прямой, которую мы назовемъ 
осью сибашя, перпен- 
дикулярной къ плоско- 
стямъ этихъ дугъ: 2) 
всякое плоское попе- 
речное сфчене остает- 
ся плоскимъ и въ с0- 
гнутой балкЪ; 3) вся- 
кое такое сфчеше нор- 
мальнокъ упомянутымъ 
дугамъ. 

Пусть (фиг. 144) АВСГ представаяетъ собою часть балки ограни- 
ченную нормальными сфчешями АОС и ВМО. Примемъ плоскость АОС 
за плоскость (уг). какой-нибудь перпендикуляръ къ ней за ось 2. Поло- 
жимъ, что плоскость (2, =) есть плоскость сгибашя, такъ что ось у па- 
раллельна оси сгибаня. ОД есть ось 2; ОС ось у. Пусть 9Ё есть одно 
‘изъ продольныхъ волоконъ. Пусть: 

(0, у, =) координаты точки ©, 
(2, у,2) координаты точки А. 

На фиг. 144 изображена та же часть балки только въ согнутомъ 
состоянш. Волоква близыя къ А'В’ сжаты, нижня волокна растянуты. 
Существует, слфдовательно, такая поверхность, волокна которой не сжаты 
и не растянуты; она называется нейтральнымь слоемь; ея продольвыя 
волокна называются нейтральными. Согласно нашей гипотез\, нейтраль- 
ный слой есть поверхность круглаго цилиндра, пересфкающая плосяость 
(у,.2) по прямой параллельной оси сгибаня, служащей осью этого ци- 
линдра. Положямъ, что начало координатъ взято на нейтральномъ слоф: 
тогда ось х будеть касательною къ одному изъ нейтральныхь волоконъ и 

9Е=ОМ=0'М'. 
Пусть р есть радусъ кривизны нейтральнаго волокна О'М'. 
Волокно ОЙ, принимая форму © ’В', остается, приблизительно, парал- 
23% 
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лельнымъ оси 2, но разстояве его точекъ отъ плоскостей (т, 2) и (2, у} 
прекращается изъ у и & въ 


я =х-и 


ПО -`—- . (969) 
Точка В' лежитъ въ плоскости В'М'Л’ нормальной къ нейтральному 
волокну О’М’; поэтому: 


д =(р—2 в (=) == ИАН кН 
р р 
4 — = представляеть собою удлинен!е волокна ОА, первоначальная длина, 
котораго была 2. Поэтому, согласно закону Гука, натяжен!е на единицу 
площади поперечнаго сфчешя равно 


или, согласно съ (970): 


Благодаря малости « сравнительно съ = можемъ принять натяжен!е на 
единицу площади поперечнаго сфчен!я равнымъ: 


Полное ватяжеше на площадь поперечнаго с\чешя всей балки равно, 


слдовательно: 
Её 
—ауа:. 
Лан 


Но, по усломямъ задачи, это натяжене равно нулю. Поэтому: 


-{. ау. «= АНИ . (972) 


или 


аа еее т. (973) 


Это уравнеше, согласно (261): показываеть, что центры тяжести по- 
перечныхъ сЪчеюй лежать въ плоскости (2, у), то есть въ центральномъ 


слоф. Итакъ: центральная прямая цилиндрической балки, стбаемой безь 
натяженя, есть нейтральная лишя, 
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Мы видЬли въ (971), что натяжене на единицу площади поперечнаго 
сЪчешя выражалось формудою: 
Е. 
р 
Слфдовательно натяжеше на элемент 4у42 равно: 
Её 
— 4уа. 
р у 


Сталическй моментъ этого натяжен!я относительно оси у будетъ слф- 
довательно: 


Е-.а. ауа2. 


>|“ 


Поэтому сгибающ моментъь въ сёчени (у, 2), будеть: 


в= [Е аа 
ь р=Е аа ИГ 


Сравнимъ (974) съ (358) видимъ, что ОЙ / 2? ау а? есть моментъ инер- 
щи поперечнаго сфченйя балки относительно прямой, по которой оно пе- 
ресфкается нейтральнымъ слоемъ (сравн. $ 168). 

Сравнивъ (974) съ (952) и замфтивъ, что въ натуральномъ состояни 
балка была прямая такъ, что 1—0, замфчаемъ, что постоянное К фор- 
мулы (952) опредфляется формулою: 

Ио (975) 
тдф & упомннутый моменть инерщи. 

Моменть Г, уравновфшивается моментомъ относительно Г'.М', потому 
что П’М' параллельна оси у. 

Статическй моментъ относительно оси 2, происходящий отъ натяжен!й, 
въ поперечномъ сфченш (у, 2), равенъ: 


или 


Этотъ моментъ не можеть быть уравновфшенъ моментомъ относительно 
_М'В', такъ какъ М'В' не параллельна оси 2. Слфдовательно, для равно- 


вся необходимо, чтобы: 
ДГигаы 4—0; 


Значить плоскость (2, 2) сгибавя должна быть перпендикулярна къ 
одной изъ главныхъ центральныхьъ осей инерщи поперечнаго сфчения. 


— 358 — 


$ 360. Лукъ согнутый тетивою. Представим себЪ однородную цилин- 
дрическую нерастяжимую палку согнутую подъ ваящемъь стягивающей 

немного ея концы нити (тетивы). Изсадуемъ ея сгибав!е тетивою. 
Примемъ (фиг. 145) тетиву за ось =. Обозначимъ черезъ Т натаже- 
не тетивы. Сгибающий мо- 


[6 ментъ 7, согласносъ (952), 
А А 6 в брить к 
Фиг. 145. =. ке 


потому что 0, такъ какъ палка, до сгибашя, была прямою. Согласно 
съ (954), уравнеше (977) принимаеть видъ: 


а 
р==ФкК я он ЗОВИ (978) 
Но изъ услов задачи и чертежа видно, что: 
В: А 
Изъ (978) и (979) имфемъ: . 
. „ 4 
-к т Бул. ой (980) 


Положимъ (фиг. 145), что А и В суть концы палки, С’ точка, въ 
которой касательная параллельна тетивф. Примемъ ОС за ось у, 


Замфтимъ, что —0 при х = 0; Затьыть уменьшается съ увели- 


чешемъ 2, слфдовательно р отрицательна. Поэтому въ (980) надо удер- 
жать нижн!Й знакъ. Получимъ: 


Т есть величина постоянная (натяжеше тетивы). Положимъ, для удоб- 
ства Т = Ки: 


Т= Ки’. - сни (982) 
Тогда (981) приметъ видъ: 

Фу й 

ть пав (983) 


Таково дифференщальное уравнене кривой, форму которой принимаетъ 
палка лука. Интегралъ этого уравненя будетъ: 
УЕ ЕН. ЗА, . (984) 


Вотъ конечное уравнене кривой, по которой согнутъ лукъ. При х = 0 
это уравнеше (984/ даеть у = №. Слфдовательно: 


в=0С 


№ есть, сдфдовательно, разстояще тетивы оть наиболфе удаленной отъ 
нея точки лука. 
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Уравнеше (984) показываетъ, что лукъ можеть имфть одну изъ формъ: 
АСВ; АСВВ’; А'АСВВ'... (фиг. 145). 


Предполагая, что длина 21 лука почти равна длин тетивы 2а, такъ 
что а=1. Тогда у=0 при х=а; во это можеть быть, согласно (984), 
если 1 

ва = =(2т-+ 1), 
тд в цфлое число. 
Поэтому, согласно съ (982): 
К 


ча? 


и 


т РАВ (985) 


или, на основани (975): 


$ 361. Тонк вертикальный столбъ. Формулы предыдущаго параграфа 
приложимы къ изслфдованю сгибаня столба подъ дфйстйемъ груза. 
Такъ какъ у = 0 при 5 = а, то или 
па = з я (2т-н 1) 
или 
=. 
Формула (986) показываеть, что сгибан!е столба произойдеть только 
тогда, если нагрузка 7’ будетъ равна: 
ЕТ # 
аз @т-+-1...... облиаче В) 
гдЪ а длина столба. 
Если нагрузка будеть меньше (мы пренебрегаемъ вфсомъ столба), 
то й =0 и, согласно съ (984), у = 0, то есть сгибане не произойдетъ. 
тЕЛ о ; 
Если нагрузка будеть больше чфмъ Чат (2т--1Т)?, то отклонеше столба, 
будеть столь велибо, что нельзя уже будеть пренебречь членомъ [- вЪ 
выражени; 


и придется произвести изслёдоване болёе точное. Но, и не производя 
его, мы видимъ, что столбъ начинаеть сгибаться только, когда нагрузка 
достигнеть величины Я (от #1, 

Припоминая формулу (373) видимъ, что сгибающая нагрузка для 
круглаго цилиндрическаго столба пропорщональна 4-й степени его д1а- 
метра и обратно пропорщюнальна квадрату его высоты а (законъ Эйлера). 
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$ 362. Работа сгибающаго момента 7, при сгибанм элемента 45. Най- 
демъ работу. производимую момевтомъ Г, когда при сгибан!и балки. 
кривизна > обращается въ :. Пусть: 
Ро = 45 — элемевть нейтральной линш, 
{ — утолъ, составляемый касательными, проведенными въ концах 
элемента РО въ какой-нибудь моментъ, 
р — раджусъ кривизны элемента, 
ф, — уголъ, составляемый касательными, проведенными въ концахь 
элемента РО до сгибашя. 
По формулЪ (953), имфемъ: 


Работа момента Г, при измфнев!и угла $ на @ф равна—1, 4$. ЗдЪеь 
знакъ (—) взять потому, что Г, принимаемъ положительнымъ когда онъ 
дфйствуеть въ сторону уменьшеня угла $. Слфдовательно полная работа 
момента 7, при измфнеши угла ф оть ф, до ф, равна: 


с 
тё=—1 И о ОКОЙ (989) 
или 
РОТ Та 124 
=— — =— Ри, | 
Таз — 18 ( ‚) к (990) 
ГЛАВА Ш. 
Крученте. 


$ 363. Чфмъ измфряется кручене. ИзвЪстно, что къ кривой въ про- 
странств можно провести, въ каждой изъ ея точекъ, безчисленное мно- 
жество нормалей; всф онф лежатъ въ нормальной плоскости; та изъ нихъ, 
которая находится и въ нормальной плоскости и въ плоскости соприкос- 
новешя называется главною нормалью. Положимъ, что РФ есть одна изъ 
нормалей, проведенныхъ въ точкф Р къ центральной лиши упругаго 
стержня. Самый стержень мы представляемъ себ% тфломъ, геометрическое 
образоваше котораго получается отъ движен!я небольшой площади, огра- 
ниченной какимъ-нибудь замкнутымъ контуромъ; при чемъ центръ тяжести 
этой площади описываеть кривую, называемую хентральною лишею, и 
плоскость движущейся площади остается нормальною къ центральной ли- 
ви. Положимъ, что © лежить на боковой поверхности стержня. Прямая 
РО называется трансверсомь. Итакъ трансверсъ РО есть прямолинейный 
отрзокъ нормальный къ центральной лини и ограниченный пересфче- 
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емъ его Р съ центральною лишею и пересфчешемъ его © съ боковою 
поверхностью стержня. 

Положимъ, что РР’, Р’... суть послфдовательныя безконечно близ- 
вя одна оть другой точки центральной лиши. 

За трансверсъ точки Р’мы принимаемъ перссфчене Р’О’ нормальной 
плоскости въ Р’съ плоскостью ОРР". За трансверсъ точки Р’мы при- 
нимаемъ пересфчене РО" нормальной плоскости точки Р” съ плоскостью 
©'Р'Р', и такъ далфе. 

Если стержень въ натуральномъ состояви представаяетъ собою пря- 
мой цилиндръ, то можно такъ выбрать траневерсы послфдовательныхъ 
точекъ центральной лини, чтобы они образовали при натуральномъ 60- 
стоящи стержня плоскость, проходящую чрезъ его центральную прямую, 
такъ что 00'0’... расположены по прямой. Положимъ, что эти транс- 
версы неизмфняемо соединены съ матер!альными точками стержня, чрезъ, 
которыя они проходятъ. 

Закрьпимъ поперечное сфчеше, проходящее чрезъ Р и положимъ что 
элементы стержвя, лежапие между нормальными сфчен1ями, проходящими 
чрезъ Р, Р, Р", ... скручевы немного соотвЪтственно около касатель- 
ныхъь РР РР’. . .тавъ, что ©, ©', 0"... располагаются уже на спи- 
ральной лини. 

Кручеще элемента стержчя, находящелося между нормальными съ- 
чешями проходящими чрезь Ри Р' измпряется безконечно малымь уломь 
составляемыхь трансверсомь Р'О' съ плоскостью ФРР, равнымь уму 
между плоскостями ОРР’ и РРо'. 

Если 45 есть элементъ дуги центральной лини, 40 уголъ между плос- 
костями ОРР'и РР'0', то кручеше отнесенное къ 1 длины будетъ: 

а0 
Кручеше = На РА 
$ 364. Проложеня кривизны. Положимтъ, что стержень такъ согнутъ, 
что центральная лин представляетъ с0бою кривую двоякой кривизны: 
Если 4= есть уголъ, составляемый нормальными плоскостями къ цен- 
тральной линш, проведенныя въ точкахь Ри Р’, то полная кривизна 
центральной лини въ точкЪ Р измфряется отношевемъ: 
4= 
О а 
и говорать, что центральная лишая имфеть эту кривизну въ плоскости 
соприкосновев!я. 

Положимъ, что нормальныя плоскости, проведенныя въ точкахъ Ри 
Р’ пересЪкаются по прямой СО (фиг. 146) и что СО пересЪкаеть плос- 
кость соприкосновенйя, проходящую чрезъ Р и Р’ въ точкЪ С. Тогда 
РС и РС суть двЪ сосфдыя главныя вормали; точка же С есть центръ 
о С ЖыЯ СР фи, оиепхазниуьь . - (993) 
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'Проведемъ чрезъ касательную РР’ плоскость РР’М составляющую 
какой-нибудь уголь ф съ плоскостью соприкосновешя РР’С. Тогда РМ 
и РМ' суть соефдвйя нормали (не главныя) и Л/ есть центръ круга кри- 
визны, лежащаго въ плоскости РР'М. Назы- 
вая В радусъ этого круга имфемъ: 

ее. 4. (994) 


Такимъ образомъ мы можемъ говорить о кри- 


визнЪ * центральной линш въ любой и 
РР'М и опредфлять ее чрезъ кривизну ы въ 
Е НА помощью формулы (994). Мы будемъ называть 
<> КРивизною, ау проложешямь кривизны на плоскость РРМ. 

$ 365. Подвижная система координать для изслЬдовашя крученя. 
Проведемъ двф взаимно-перпендикулярныя паоскости Р’Ро и РРЁЬ 
чрезъ касательную РР’ (фиг. 147). Пусть Х и 4 суть проаоженя кри- 
визны на эти плоскости. Тогда кривизна въ плоскости соприкосновеня 
равна: 


Фиг. 146. 


УЕ (995) 

й р 
в Уголь, составляемый плоскостью Р’РГ, въ 
плоскостью соприкосновешя таковъ, что тавгенсь. 


его равенъ <’ потому что, согласно съ (994), 
= -+ ^, с ф 


Ф? 


откуда 
Фиг. 147. 


Прямыя Р©, РГ и РР’ могуть быть приняты за оси координатъ, и 
мы будемъ имфть дьло съ тремя величинами: 

4 — вривизва въ плоскости Р’Р1. перпендикулярной къ РО, 
^ — кривизна въ плоскости Р’.РО периендякулярной къ РЁ, 
т — кручеше окодо РР’. 

При переход изъ точки Р въ точку Р’оси РО, РГ, РР' могуть 
быть перемфщены въ положеше Р'О’, Р’1/ Р'Р”, помощью вращен!й 
4Рз, №45, <@з около осей Ро, РТ, РР’ и поступательнаго перемфщен!я 
начала координатъ изъ Р въ Р". 

$ 366. Соотношеншя между напряжен!ями и деформащями. Напряжения, 
которыми дфйствуеть часть стержня, лежащая по одну сторону Р, на 
другую его часть приводятся къ сил и парф. Положимъ, что составляю- 
пИя этой пары по осямъ координать РГ, РО и РР' суть К, Г, Т, тогда 
кавъ 4, ^, т кривизны въ нлоскостяхь Р’РТ, Р'РФ и кручеше, если 


едьевыйни 
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первоначально стержень былъ прямымъ. Если стержень первоначально 
былъ кривымъ, 10 4, Х, т суть измфневя въ кривизнахъ и кручеши. 

Не желая вдаваться въ теорйю упругости, примемъ гипотезу состоя- 
щую въ томъ, что: 

1) Измфнев!я въ крученш и кривизнЪ стержня вблизи отъ Р зави- 
сятъ только отъ пары (К, Г, Т) и не зависятъ отъ равводфйствующей 
силы. 

2) К, Г, Т суть линейныя функщи отд 94, х, =*). 

Пусть И/’48 есть работа напряжен!Й въ элементь 45 = РР'. Если, 
при неподвижности поперечнаго сёчев!я проходящаго чрезъ Р, кривизна. 
). обратилась ^ + 4%, при чемъ 4 ит остались безъ измфневя, то эде- 
менть 45 повернулся около оси пары 1, на уголъ 4 4 и работа мо- 
мента Г равна 1,4%43, тогда какъ работы моментовъ К и Т равны нулю. 
При этомъ, слВдовательно ЧИ”. 43 = 1,4^. 43. Тая же выражен!я по- 
лучимъ для К и Т если 4 и т увеличились на 44 и 45. Такъ что: 


Если, по нашей гипотез, К, 1,, Т суть линейныя функщи отъ 4, ^, т, 
то (997) показываютъ, что И’ есть квадратвая функщя отъ 4, ^, т. 
Поэтому, вводя новыя буквы для обозначеня коэффищентовъ, получимъ: 


ТТ (а а сем. .чч 9). (908) 
Отсюда, согласно съ (997). получимъ: 
К = 4+ + в | 
1, = са + ВА- ат роже Е (999) 
Т = 4 аи + С: 
Перемфною осей координать можно всегда достигнуть того, что одно- 
родная квадратичная функшя, въ которой по (998) выражается И’, не 


будетъ содержать произведев!й перемфнныхъ. Слфдовательно можно вы- 
брать координаты такъ, чтобы: 


И (а? + ВАР бен о (1000) 
К, = А, 
Г, = в} Е (1001) 
1, = 


*) Линейное функщню называется элгебранческая фунищн перваго порядка. 
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Тая оси называются главными осями напряженй. Постоянвыя А, В, 
называются главными коэффишентами стибаная, С,, называется злавнымь 
коэффищентомь крученя. А,, В, и (С, называются злавными коэффи- 
зиентами напряженй. 

$ 367. Винтообразное кручеше и сгибане стержня. Прямой, однород- 
ный, тоны! стержень согнуть такъ, что его центральная лин я обрати- 
лась въ винтовую лин!ю. Найдемъ силу и пару, которую надо приложить 
къ свободному концу стержня для того, чтобы удержать его винтовую 
форму, если другой конець стержня неподвижно закрфиленъ. 

Пусть (фиг. 148). 
А — закрфпленный конецъ централь- 
вой лини, 
5 — тоть ея конецъ, на которой д®й- 
ствуютъ сила Е и пара, имфю- 
щая моментъ С, 
АРЗ — винтовая центральная ливня, 
АМВ — круговое сфчене циливдра, на 
которомъ расположена АРБ, 

0: — ось этого цилиндра. 

ДЬйстве части АР стержня ва часть 
Р5 состоитъ изъ силы и пары. 

Сила въ Р можеть быть разложена на двЪ слагающия, изъ коихъ одна 
направлена по образующей РР, а другая паразаельна плоскости (Х, У). 
Посафдняя должна бы уравновшиваться слагающею параллельною плоскости 
(Х, У) силы, приложенной въ 9. Но такое ураввовьшиван!е невозможно, 
потому что, вслфдстве геометрической однородности винтовой лив!и, сила 
и пара въ точкЪ Р не мфняютъ своей величины при измфнени положе- 
ня точки Р ва вивтовой ливш, при чемъ ни ось этой пары, ни направ- 
лен!е этой силы не измфняютъь своего наклонешя къ главнымъ осямъ 
РФ, РГ, и РР' винтовой лини и, между тфмъ какъ, при перемфщени 
точки Р по винтовой лини, слагающая въ Р параллельная плоскости 
(Х, У) измфняеть свою величину, слагающая въ 5 остается постоянною. 
Поэтому слагаюпия въ точкахъ Ри Х параллельныя плоскости (Х, У) 
должны равняться вулю. Слфдовательно сила в Р направлена по обра- 
зующей РЕ. Назовемъ ее В. Она можеть быть перенесена на ось ци- 
линдра, если прибавить еще пару Ва, гдф а радусъ цилиндра. Она не 
зависить, слфдовательно, отъ положешя Р на винтовой лини. 

Теперь перейдемь къ пар въ Р. Пусть ТР2 есть касательная къ 
винтовой ливш въ Р; Рх перпендикуляръ, опущенный изъ Р на ось 
цилиндра, такъ что плоскость ГР, по извфстному свойству винтовой ло- 
в1и, есть ея плоскость соприкосновеня. Пусть Ру бинормаль. Тогда: 


&а= т — деформащя около Ру въ’ направаенши отЪ 2 КЪ 2. 


т = кручеше около Р2 въ направлеши оть 2 къ у. 
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Если Аи В суть главные коэффищенты сгибая и крученя, то; 


К = 44 = моменть сгибашя ококо Ру. . .' (1002) 
Т = С: = кручеше около №2 ...... . (1003) 
суть моменты паръ напряжешй въ Р. 

Эти моменты могуть быть разложены по образующей РЁ и парал- 
лельно плоскости (Х, У). 

Слагающия параллельныя плоскости (Х, У) вмфстВ съ введенною па- 
рою Ва должны уравновфшивать собою соотвЪтствуюцщйя слагающя въ 
свободномъ конць 5 стержня. Но ось равнодЪйствующей пары въ Р с0- 
ставляеть постоянный уголь съ ОМ при перемфщени точки Р по вин- 
товой лини. Поэтому ея направлене измЪняется съ, перемфщешемъ точки 
Р, тогда какъ ось пары въ 5 неподвижна. Слфдовательно слагаюцие мо- 
менты ваправленные параллельно плоскости (Х, У) должны быть равны 
нулю. Итакъ: момент» пары вх точкъ Р долженъ быть направлень па- 
раллельно оси цилиндра. Такъ будеть при всЪхъ положешяхъ точки Р 
на винтовой динш, Слфдовательно: однородный стержень, сонутый по 
винтовой лиши и подверлнутый равномтрному кручентю, можеть быть 
‘удержань въ этом» видъ силою В и парою С, приложенными къ ею 
свободному концу, вели сила В натравлена параллельно оси цилиндра, 
несущало эту винтовую линтю, а пара дъйствуеть въ плоскости терпен- 
дикулярной къ В (моменть ея С натравленъ по Е). 

Если х есть уголъ, составаяемый касательною къ винтовой лини съ 
основашемъ винта, то (1002) и (1003) даютъ: 


Ва = — Ад зт а -+ С: са... .. . (1004) 
6 = 44. 608 и + (т. зта .... . (1005) 


Эти уравнешя даютъ искомые: силу Ё и моментъ С пары по задан- 
нымъ: углу а касательной винтовой лини съ основашемъ цилиндра, кри- 
визнВ 4 винтовой лини и кручению т матер?ала стержвя. 

$ 368. Спиральныя пружины. Первоначальный видъ тонкаго однород- 
наго стержня или проволоки въ натуральномъ состоян!и есть данная вин- 
товая лив!я. Проволока эта деформирована въ другую данную винтовую 
линю. Найдемъ силу В и момевтъ С’ пары, которыя должны быть прило- 
жены къ свободному концу проволоки для того, чтобы удержать ее въ этомъ 
деформированномъ видЪ, если другой ея конецъ закрЪиленъ неподвижно. 
Пусть: а, — радусъ цилиндра, ва которомъ лежитъ пружива въ нату- 

ральномъ видъ, 

а — радусъ цилиндра, на которомъ лежить пружина въ дефор- 
мированномъ вид, 

а, — уголъ наклонения касательной къ основан цилиндра до 
деформащи, 

а — уголъ наклонения касательной къ основанйю цилиндра посл 
деформащи, 
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Р,Р. . . посафдовательныя точки винтовой линш до деформащи, 


РЕ, Р*. . . главный нормали этихъ точекъ, 
Рч, Рщ. - .бинормали этихъ точекъ, 
Рб, РХ. :- . касательныя этихъ точокъ, 


Рх — главная нормаль деформированной спирали, 
Ру — бинормаль деформированной спирали, 
Р= — касательная деформированной спирали. 

Совпадающия оси спиралей (циливдровъ, на которыхъ онф лежать) 
примемъ за ось Я, и какую-нибудь перпендикулярную къ ней плоскости 
за плоскость (Х, У). 

ДвЪ послфдовательныя плоскости соприкосновеня въ спирали до де- 
формащи РР’ и РР’ образуютъ угодъ: 


зт а, . с0за, . 8 


а, 


Напряжешя въ Р’ состоит изъ: 
силы, которая можеть быть разложена по образующей и парал- 
лельно (Х, У). 
пары С (: —т,) около оси Ра, 
пары 9 около Ру, 
пары — 44, около Р\, 


при чемъ: (1006) 


(1007) 


ТД 43 уголъ между плоскостями РР’ и РР’. 

Точно такъ же какъ и въ предыдущемъ параграф можно доказать, 
что слагающая силы параллельная (Х, У) равна нулю. Остается сила, 
направленная по образующей, которая можеть быть перенесена на ось, 
если добавить пару Ка. 

Точно такъ же какъ и въ предыдущемъ параграфЪ можно доказать, 
что проложеше равнодфйствующей пары параллельное (Х, У) равно нулю. 
Приравняемъ, поэтому, нулю моменть по Рх. Назовемъ чрезъ ф уголъ 
{Рж. Ось Рх, перпендукулярная къ Ру, Ре икъ моменту Ва, образуеть 
съ Ру уголь Е -+ $. Поэтому: 

р зао (1009) 

Но ®, не равно нулю, поэтому ф = 0. СаЪдовательно РЕ и Ре сов- 
падаютъ и моменты АЁ и — АК, лежать на одной прямой Ру, то есть 
ва бинормали деформированной винтовой лини. Поэтому уголъ =4$ ра- 
венъ углу, составляемому послфдовательными плоскостями соприкосновеня 


Ве 


деформированной винтовой лини, такъ что: 
и (1010) 
Приравнивая нулю моментъ, ваправленный по перпендикуляру къ 
‘плоскости, проходящей чрезъ Рх и образующую, получимъ: 
Ва = — Азта.(Ё- &,) + Ое0за. (+ —1,) . . (1011) 
Приравнивая моменть въ Р, направленный по образующей къ соот- 
втотвенному моменту С въ конц проволоки, получим: 


6 = Асова. (К — &) + Сзта (—*,) .. . (1012) 
При этомъ: 
я Е : 
№ в а, т, ЕВА, А, 204 оу 


Ц ; 


Если пружина имфетъ много оборотовъ, такъ что я и а, малы, то, 
пренебрегая малыми величинами 2-го порядка, получимъ: 


Ва = — Аа о в) с. а 
в=4(.—.) И (1015) 


Если на конець $ пружины дЪйствуеть только сила, такъ что @ = 0, 
то изъ (1015) имфемъ а = а,, то есть, значитъ, даметръ цилиндра пру- 
ъжины не измфняется. Въ этомъ случа (1014) даетъ: 

к Вик ОА . (1016) 

Формула (1016) заключающая только коэффищенть О выражаетъ слф- 
дующее: 

Теорема Бине: Спиральмая пружина, имъющая видь винтовой 
„линби съ большимь числомъь оборотовъ, сопротивляется сжатаю по оси 
ея цилиндра только крученемь, а не сиибашемь. 

Если { длива такой пружины, А удлинен!е высоты ея цилиндра, про- 
шзводимое силою Ё ваправленною параллельно этой оси, то: 

та амаеейнуг: д... (1017) 

Полагая синусы равными угламъ (по ихъ малости) и пользуясь фор- 

мулою (1016) и (1017) получимъ: 


В = Оль. оды (1018) 
Эта формула (1018) опредъяяеть силу В, потребную для произведеня 


удлиненшя № высоты цилиндра, или ея укороченя, при надавливании, 
‘напримЪръ, гладкою доскою на свободный конець пружины. 


ОТДЪЛЪ 1х. 


Основан1я грахической статики. 


$ 369. Многоугольникъ силъ. Даны величины и направлешя силъ, дЪй- 
ствующихъ на твердое тЪло въ одной плоскости. Найти графическимь, 
путемъ ихъ равнодфйствующую. 
Обращаемь вниман!е читателя ва то, что въ этой задач точки при- 
ложеншя заданныхъ силъ не даны. 
Пусть (фиг. 149) направлешя и величивы заданныхъ силъ изобра- 
жены векторами Р,, Р., Р,, Р., Р.. Начиная отъ какой-нибудь произволь- 
ной точки той же плоско- 
р. р сти откладываемь послфдо- 
ы У вательно прямыя равныя и 
параллельныя этимъ силам 
(фиг. 149), отмфчая эти пря- 
мыя соотвфтственными ци- 
фрами, такъ что 1 парал- 
ый „5: лельна Р,, 2 параллельна. 
т; , Р,, и такъ далфе. Получимъ 
Фиг. 149, многоугольникъ, состоящИь 
` изъ сторонъ 1, 2, 3, 4, 5. 
Согласно съ $ 65 замыкающая сторона 6 этого многоугольника пред- 
ставить собою силу, уравновшивающую заданныя силы. Сила равная 
этой силф 6 и противоположная и будеть искомою равнодфйствующею. 
Если бы заданныя силы находились въ равновфсш, то многоугольникъ. 
1, 2, 3, 4, 5 замкнулся бы безъ стороны 6, потому что равнодфйствующая 
была бы равна нулю. 
$ 370. Веревочный многоугольникъ. Построешемъ предыдущаго пара- 
трафа мы нашли величину и направлене равнодЪйствующей, но не нашли 
точку ея приложешя, и точки приложен!я заданныхъ силъ тоже остались. 
нвопредфленными. Чтобы опредфлить вс точки приложен!я силъ добтраи- 
паютъ фигуру, на которой были заданы силы слфлующимъ образомъ 


ъ 
^ 


2— — 
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помощью ‘полученнаго многоугольника силъ. Пусть (фиг. 150) изобра- 
жаетъ заданныя силы, а (фиг. 151) многоугольникъ сидъЪ. 

Возьмемъ какую-нибудь произвольную точку О на фигур многоуголь- 
вика силъ. Назовемъ эту точку О полюсом» и соединимъ ее со всфми 
вершинами многоугольника силъ прямыми. Вершиву, находящуюся въ пе- 
ресфчени сторонъ 1 и 2 будемъ обозначать такъ 12; вершину находя- 
щуюся въ пересфчеви сторонъ 2 и 3, будемъ обозначать такъ 23, и такъ 
далфе. Радусъ-векторъ, соединяющий О’ съ вершиною 1 2, будемъ обозна- 
чать такъ 12; радусъ-векторъ, соединяющий О съ вершиною 2 3, будемъ 
обозначать такъ 23, и 
такъ далфе. Эти радлусы- 
векторы называются и0- 
длрными радфусами. 


р; 


6 


2 


Радусы-векторы, соединяюще О съ вершинами, разбиваютъ многоуголь- 
никъ силъ на нфсколько треугольниковъ. Каждый изъ этихъ треугольни- 
ковЪ можеть быть разематриваемъ какъ треугольникъ силъ. Такъ напри- 
мЬръ полярный радусъ 23, направленный к» О уравновфшиваетъ силу 
2 и силу, изображенную полярнымъ радусомъ 12 направленнымъ изъ 0; 
полярный радусъ 34 направленный къ О уравновфшиваеть силу 3 и силу, 
изображенную полярнымъ рад1усомъ 23 направленнымь изъ о. Полярный 
радусь 23 считался въ одномъ изъ этихъ сосфднихъ треугольниковъ на- 
правленнымъ въ одну сторону, а въ другомъ — въ другую. Тоже самое 
будеть со вебми полярными рад1усами: каждый изъ нихъ считается въ 
одномъ треугольник направленнымь къ О, а въ другомъ направленнымъ, 
изъ 0; каждый изъ нихъ представляетъ собою двЪ равныя и противопо- 
ложвыя силы. Поэтому мы и не ставимъ на нихъ цифръ на фигур®. 

Теперь будемъ достраивать чертежь (фиг. 150). Изъ какой-нибудь 
произвольной точки /. проводимъ 1.4, параллельно полярному рад1усу 
61 (фиг. 151) до пересфченя А, съ направлешемъ силы Р,. Изъ А, 
проводимъ прямую А,;, 4, параллельную полярному радусы 12 до пере- 
сЪченя 4, съ направлешемъ силы Р,. Изъ А, проводимъ А,, А, парал- 
лельную полярному радусу 23 до пересфчешя А, съ направлешемъ силы 
Р,, и такъ далфе. Наконець изъ А, проводимъ прямую А., А, парал- 

Н. Б. Делоне. _Куреъ теоретической метанаки. 2 изд. р 
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лельвую полярному радусу 56 до переефченя А, съ прямою А, Г. Тогда 
А, и есть искомая точка приложеная равнодъйствующей, какъ это сей- 
часъ будеть доказано. Замфтамъ только, предварительно, что многоуголь- 
викъ Л,, 4, 4, ... А, называется веревочнымь мноюуюльникомь. 

Для доказательства того, что А, есть точка приложеня равнодёй- 
ствующей силъ Р,, Р, ... Р,, замфтимъ слфдующее. Сила Р,, приложенная 
въ А,, разлагается однимъ изъ треугольниковъ многоугольника силъ на 
силу направленную по ГА, и на силу по А,, 4,. Сила по А., А, съ 
силою Р, эквивалентна (по многоугольнику снлЪ) сил по А, А. 
Сила по И., А, съ силою Р, эквивалентна сил по А., А,, и такъ да- 
фе. Такимъ образомъ оказывается, что заданныя силы Р,, Р. ... Р, экви- 
валентны двумъ силамъ: одна изъ нихъ направлена по Г.А,, другая —по 
Аз А, Слфдовательно пересфчене А. этихъ двухъ силъ и есть точка 
приложен!я равнодЪйствующихь всфхъ силъ; что и требовалось доказать. 

Проведя чрезъ А, прямую Р, равную и параллельную сторон 6 
многоугольника силъ, видимъ, что Р, изображаеть силу, уравновзшиваю- 
щую заданныя силы Р,, Р, ... Р,, приложенныя въ 4,, 4, ... А, вполнъ, 
то есть по величинЪ, по направлен и по положению. 

Но каждая изъ заданныхь силъ можеть считаться приложенною въ 
любой точкЪ прямой, по которой она’ направлена. Поэтому задача можеть 
имзть несколько рЬшен!Ш. Этотъ произволъ и отражается на произволь- 
номъ выбор точки Г, отъ которой мы начинаемъ строить веревочный 
многоугольникъ. Однако, при данномъ выбор точки 1, уже опредфляются 
точки приложеня веъхъ силъ и заданныхъ и искомой равнодЪйствующей. 
ВсЬ точки приложеня оказываются въ вершинахъ веревочнаго много- 
угольника. 

Еслибы мы выбрали другую точку 1», то получили бы другой веревочный 
многоугольникъ, стороны котораго были бы параллельны сторонамъ преж- 
няго ‘веревочнаго многоугольника, потому что он были бы проведены 
параллельно тмъ же полярнымъ радусамъ многоугольника силъ. Полу- 
чвлась бы и другая точка приложен!я равнодЪйствующей; но она всетаки 
лежала-бы, конечно, на той же прямой Р,. ь 

Еслибы мы выбрали другой полюсъ О, то получили бы опять другой 
веревочный многоугольникъ, стороны котораго уже не были бы парал- 
лельны сторовамъ прежняго веревочнаго многоугольника, потому что те- 
перь были бы уже друше полярные ражусы въ многоугольник силъ. Но 
всетаки направлене равнодЪйствующей осталось бы прежнимъ и точка 
ея приложен!я была бы на прямой по которой она направлена. Отсюда 
теометричесвая теорема: для всЪхъ полюсовъ О многоугольника силъ гео- 
метрическое мЪсто послФдней вершины А, веревочнаго многоугольника, 
есть прямая (по которой направлена равнодфйствующая Р,). 

Многоугольникъ 4,, А,...А,, А, называется веревочнымь потому, что подъ 
влянемъ силъ Р,, Р, ... Р„, приложенныхъ въ его вершинамъ, находился 
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бы въ равновъош такой многоугольникъ, составленный изъ веревокъ: 
А, А.; А.А, ... А.А; А-А‚, такъ какъ именно равныя и противополож- 
выя силы, представляемыя полярными радгусами многоугольника силъ, 
были бы натяжешями соотвфтственныхь веревокъ, и эти натяжен!я вм%сть 
съ силами Р,, Р, ... Р, уравновфшивались бы, какъ это показываеть 
многоугольникъ силъ. 


$ 371. Графичесыя условя равновъейя. Изъ предыдущаго параграфа 
мы видимъ, что, если многоугольникъ силъ 1, 2, 3, 4, 5 не замкнуть, то 
существуеть равнодфйствующая 6 заданныхь силъ *). 

Посмотримъ, что будеть еели многоугольникъ 1, 2, 3, 4, 5 заданныхъ 
силь самъ собою окажется замкаутымъ. Строя веревочный маогоугольникъ 
по многоугольнику силъ дойдемъ до точ- 
ки 4, и заданной уже силы Р,. Для 
заключеня построен!я останется про- 
вести изъ А, прямую параллельную по- 
лярному радусу 51. Если эта прямая 
совпадет» съ прямою Г.А,, то вся си- 
стема, приведшаяся къ силамъ напра- 
вленнымь по этимъ прямымъ въ про- 
тивоположныя стороны и равнымт порознь 
одному и тому же полярному радуусу 51, 
будеть въ равновфойи. Такое равновфс1е 
6-ти силь начерчено на (фиг. 150). 

Если же прямая, проведенная изъ А, параллельно полярному рад1усу 
$1 не совпадеть съ прямою [.А‚, какъ это изображено на (фиг. 152), 
то равныя и параляельныя, но противоположныя силы, направленныя по 
этимъ прямымъ, дадуть пару силь, къ которой, въ этомъ случа, и при- 
водится, слфдовательно, вся система заданныхь силъ. Она, значить, не 
можеть быть приведена къ равнодфйствующей силЪ, а приводится къ мар», 
Въ этомъ случа веревочный многоугольникъ не замкнутъ. Моменть этой 
пары равенъ произведеню силы равной полярному рад1усу 51 на раз- 
стояше между прямою приведенною изъ А, параллельно 51 и прямою 1.4. 

$ 372. Многоугольникъ параллельных силъ. Если заданныя силы па- 
раллельны между собою, то многоугольникъ силъ обращается въ прямую 
лин. Напримвръ, если заданы силы Р,, Р,„, Р, (фиг. 153) и мы нач- 
немъ строять многоугольникъ силъ (фиг. 154) начиная отъ точки а, то 
получимъ прямую аб, на которой будуть лежать стороны: 


Черт. 152. 


1—Р,. = Р.В Ри 


*) Само собой разумфется, что наши построевя и разсужденя приложен- 
ныя кь б-ти заданпымъ силамъ распростраияются на какое угодно число за- 
данныхь силъ. 


24* 
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Рьшимъ слфдующую задачу. Даны длины нитей АьА., 4,4., А,Аз, 
А,А., грузы Р,Р,Р, подвфшенные въ точкахъ 4,, А„, А. Найти одно 
изъ расположен, принимаемое нитями въ равновзеи и напряженя 
нитей, 


Изъ сказаннаго въ $5 370 и 371 слфдуеть такое построеше: 
Чертимъ многоугольникъ силъ. Для этого отъ какой-нибудь точки а 
(фиг. 154) проводимъ прямую параллельную силамъ Р,, Р,, Р, и на 
ней откладываемъ послФдователь- 
ъ но стороны: 


3 
5 такъ что 


12 3 = аб. 


Изберемъь какой нибудь по- 
люсъ 0. 

Теперь строимъ веревочный 
многоугольникъ (фиг. 153). 

Проводимъ изъ А, прямую А.А, параллельную полярному рад1усу 
Оа; изъ А, проводимъ прямую А,А, параллельную полярному радусу 
изъ А, проводимъ прямую 4,4, параллельную полярному радуусу 
23; изъ А, проводимъ 4,А, параллельно 0. 

Данный веревочный многоугольникъ будеть имфть видъ построеннаго 
многоугольника 4.4,А,А,А4. 


“ Полярные радусы будуть равны натяжешямь паразлельныхь имъ 
нитей. 


Черт. 153. Черг. 154. 


$ 373. Опредфлеше давленй, производимыхъ прямою горизонтальною 
балкою на точки опоры. Положимъ (фиг. 155), что прямая легкая балка 
(вВсомъ которой можно пренебречь) лежить горизонтально на точкахъ 
опоры Аз и 4,. На балку дЪЙйствуютъ въ точкахъ А, А, А,, Ал тЯ- 
желые грузы У, №’,, \,, И’,. Найти давлешя въ точкахъ опоры. 

Изъ предыдущихъ параграфовъ настоящей главы вытекаеть слёдую- 
щее построенше. Оть какой - нибудь точки а дмаграммы силъ (фиг. 156) 
проводимъ прямую параллельную вертикалямъ И”,, И',, ИУ, и на ней от- 
кладываемъ послфдовательно 1 — ,; 2=И/,;; 3 = И”, и 4=',, такъ 
что аб представляеть собою полную нагрузку балки. Избираемъ произ- 
вольно полюсъ О и соединяемъ его съ точками а, 12, 23, 34, 6. Строимъ, 
начиная отъ Ао, веревочный многоугольникЪ. Для этого проводимъ пря- 
мую А, В, параллельную полярному радёусу ао до пересфчешя В, съ вер- 
тикалью А,И/”; проводимъ изъ В, прямую В,В, паралаельную поляр- 
ному радусу 12 до пересфченя В, съ вертикалью 4,1’,, и такъ далъе. 
Наконець проводимъ изъ В, прямую В,В, параллельную полярному ра- 
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дусу 50. Получаемъ веревочный многоугольникь А.В, В,В,В,В,. Замк- 
немъ его прямою В,А, и проведемъ полярный радусъ Ос параллельно 
прямой В, Аз. Тогда давлене (Е) балки на опору Аз будеть равно ас; 
давлеше (-В') балки на опору А, будеть равно сб; потому что балка 
находится въ равновёои подъ дфйствемъ силъ (—Ю) ,, №,, \,, 
(— А,), для которыхь 4оВ,В,В,В,В,А, есть замкнутый веревочный 
многоугольникъ, а (фиг. 156) даграмма силъ 

изъ коихъ 1, 2, 3, 4 положительны, тогда какъ а 


Ао А; А, 


Черт. 155. Черт. 156. 


$с и са отрицательны, такъ что многоугольникъ силъ сливпийся въ одну 
прямую аба тоже замкнутый. Но въ многоугольник® силъ 


ас + 65 — а6 = 1+9 +344 
согласно тому, что 


Е- В =", + М, + М, + М.,,. 


$ 374. Кривая давленй. Представимъ себф тВла симметричныя отно- 
сительно плоскости чертежа (фиг. 157) и расположенныя слфдующимъ 
образомъ. Тфло 4 В можеть вра- 
щаться около неподвижной оси 
А; клинъ ВС упирается однимъ 
ребромъ въ тьло АВ; тфло Ср 
опирается совершенно гладкою 
плоскостью (безъ треня въ плос- 
кость СС") въ гравь клина; тфло 
ЛЕ можеть вращаться около не- Черт. 151. 
подвижной оси Е и скрфплено 
шарниромъ 1) съ тфломь СП. Найти графическое услоше равновфейя 
системы этихъ тЬлъ, подъ дЪйстйемъ силъ Р, ©, В, приложенныхь въ 
а, Ви Г. 

Давлеше въ 4 дЬйствуеть по нЪкоторой прямой Ар и пересфкаеть 
силу Р въ какой-нибудь точкф р. Равнодфйствующая этого давленя и 
силы Р должна быть уравновъшена давлешемъ въ В и потому должна 
проходить чрезъ В. Эта сила, дЬйствующая въ В пересфкаеть силу © 
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въ какой-нибудь точкф 9. РавнодЪйствующая силы, дфйствующей въ Ви 
силы © должна быть уравновфшена давлешемьъ плоскостей клина и тьла 
СТ; поэтому она должна быть направлена по перцендикуляру 2/ къ плос- 
кости СС’. Основаше М этою пертендикуляра должно, слъдовательно, 
лежать внутри площади по которой соприкасается клинь ВС съ тп- 
ломь СП. Это давлеше должно проходить чрезъ Г) и равнодЬйствующая 
этого давлешя и силы В должна быть направлена по ДЕ. 

Не трудно видфть, что лишя АрарЕ есть веревочный многоуголь- 
никъ силъ Р, ©, А. Изъ разсмотрёшя этого частнаго случая вытекаеть 
общее заключене: система тлъ прислоненныхь другъ къ другу, изъ ко- 
ихъ нёкоторыя могуть быть соединевы шарнирами, находится въ равно- 
вфеи, если можно провести веревочный мноюуюльникь заданныхь силь 
тако, чтобы онъ проходиль чрезь всь шарниры и пересткаль нормально 
веъ плоскости соприкосновеня въ предълахь площадей соприкосновешя. 

Такой веревочный многоугольникъ (въ нашемъ примфрь Ара ДЕ) на- 
зывается кривою давлений. Кривая давлевнй играетъ важную роль въ тео- 
ри сводовъ. 


ОТДЪЛЪХ. 


Теор!я удара и другихъ мгновенных 
силъ. 


ГЛАВА 1. 
Ударъ въ плоскомъ движенйи. 


$ 375. Общ видъ уравненй, опредфляющихъ дЪйстые удара. Ударъ, 
направленный въ твердое тфло, можеть измфнить его поступательныя ско- 
рости и его вращательныя скорости. Мы начнемъ изслфдоване съ такихъ, 
движенй, въ которыхъ траектор!и всфхъ точекъ до и послф удара нахо- 
дятся въ плоскостяхъ взаимно параллельныхъ; табое движеше называется 
плоскиме. Въ такого рода движешяхъ вращеюя происходят около осей 
перпендикулярныхь къ плоскостямъ траектор!й. 

Примемъ за плоскость (х, у) плоскость параллельную плоскостямъ 
веъхъ траектор!. Всявя вращательныя движеня, производимыя ударомъ, 
должны, согласно съ $ 146, подчиняться уравненю: 


г _ 4 2 
"(ищи ха Гуа]. 


Правая часть этого уравнен!я есть моментъ 7, мгновенной пары удара. 


Такъ что: 
ау ах 
у 99 о 
°" (= и 9а)=и м = ое 
Но согласно съ (136): 
ау 4х 40 
х У 2 ные ©. 
Ут ( Е у * —= Ут & МАРТ 3 (1020) 


Если разсматриваемъ дфйстве удара на твердое тфло, то: 
46 


с; ео (1021) 
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при чемь « есть угловая скорость около оси пары Г, одинаковая для 
всего тфла. Поэтому 

ау 4х 
а У @ 


= зоной = ой = 7. . . 028) 


гДВ «7 есть моментъ инерщи относительно оси вращен!я ®. 
Изъ (1019) и (1022) имфемъ: 
моменть количества движен!я вносимый ударомъ въ неподвижное тфло равенъ, 


КИ Ри, (1023) 


ГДЪ « внесенная ударомъ вращательная скорость. 

"Если же тьло имфло до удара вращательную скорость ®, а посл 
удара его вращательная скорость сдфлалась равною «, такъ что внесен- 
ная ударомъ вращательная скорость равна ®' — ©, то, вмфето (1023), 
получимъ: 

«Лоо ГЕИ не ах аа (1024) 

Если масса тфла М, а его радусъ инерщи относительно оси враще- 
ня №, то 7 = МЁ? и (1024) принимаеть видъ: 


Мире) АА, дало МО 2 (1095) 
Пусть: 
(и, ) — проложеншя скорости центра тяжести ударяемаго тфла до удара. 
(м) — » ъ » » ь » посль 
удара, 


« — угловая скорость вращен!я около мгновенной оси, проходящей 
чрезъ центръ тяжести, до удара, 

®’ — угловая скорость вращеншя около мгновенной оси, проходящей 
чрезъ центръ тяжести, посл удара, 

М — масса ударяемаго тла, 

МЕ — моменть инерщи ударяемаго твла, 
Х, У — проложен!я удара, 
Т, — мгновенная пара удара. 
Тогда, согласно съ $ 146 и (1025), получимтъ: 


Ми—\ц=хХ 
МЕН... 22008) 
МЕ (®' —®) = Е 
Вообще уравненя $ 146 могуть быть выражены такъ: 


(пролож. колич. движ. посл удара) — (пролож. колич. движ. до удара) = 
= (проложен. удара) ........ (1027) 

(момент. колич. движ. послЪ удара) — (момент. колич. движ. до удара) = 
— (момент. пары удара) ....... (1028) 
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Уравненя (1026) суть частные случаи этяхъ уравненйй, именно въ 
примфнени ихъ къ одиночному удару производимому въ твердое тфло. 

$ 376. Ударъ гладкихь шаровъ. Положимъ, что два шара, имфюцще 
массы т и и" движутся на вотрфчу другь къ другу, по прямой соединяю- 
щей ихъ центры, со скоростями м и г, и, ударившиеь одивъ о другой, 
расходятся со скоростями и’и *'. Согласно съ (1026), имфемъ: 


ь В 
"“_—и=— 
т 
й Е 
”— 5 — 
т’ 


гдЪ В есть сила происшедшаго удара. Само собою разумфется, что такой 
ударъ не вноситъ никакой мгновенной пары Г. 

Этихъ двухъ уравнев! недостаточно для опредфлешя трехъ вели- 
чинъ и, ии В по заданнымь и и о. Для получешя третьяго урав- 
нен!я разсмотримъ подробнфе, что происходитъ съ шарами въ течения 
удара, какт, бы ни былъ коротокъ промежутокъ времени его дёйствя. 

Процесеъ удара раздфляется на два пер!ода: 1) пер0дь сжатия, въ 
течеви котораго шары сжимаются, причемъ разстояве между ихъ цен- 
трами уменьшается; этотъ перюдъ начинается соприкосновешемъ шаровъ: 
2) перодъ возстановленя' формы, въ течени котораго шары опять пр!об- 
рЬтаютъ свой первоначальный видъ; этоть перюдъ кончается тфмъ, что 
шары разстаются. 

Отношеше взаимодфйствя въ течени 2-го перода къ взаимодЪйств!ю 
въ течени 1-го перюда для различныхь тёлъ различно. Оно зависить 
оть того, насколько скоро тёло способно приобрфтать, посл небольшой 
деформаци, свою первоначальную форму. Если это происходить сравни- 
тельно медленно, то шары успфють уже разстаться, не успфвъ принять 
первоначальный видъ: тогда взаимодфйств!е во 2-мъ перюдь меньше чЪмъ 
въ 1-мъ. Если же форма возстановляется еще ранфе, чфмъ шары раз- 
стаются, то взаимодфйств!е въ обоихъ перодахъ одинаковы. 

Если взаимодьйствя въ второмъ перюдЪ столь мало, что имъ можно 
пренебречь, то тфла называются неупрушими. Въ этомъ случа и’ =’ 
и (1028) даютъ: 


9..1... . (1099) 
ша = ао ояррожазь . . (1030) 


Если нельзя пренебречь взаимодфйствемъ во второмъ перюдф, то по- 
ступимъ такъ. Обозначимъ чрезъ В, дфйстве удара въ течев!и 1-го перода, 
продолжая обозначать чрезь Ё полное дЪйстве удара. Производя опыты 
съ шарами, приготовленными изъ различныхь матераловъ и наблюдая 


— 378 — 


скорости м’ и »' послЪ удара, опредфляемъ по формуламъ (1028) вели- 
чину А, нолагаемъ: 

ооо к д ВЕНЫ р. ‚ (1031) 
о 

тдЪ е никогда не болфе единицы и разсуждаемъ такъ: Ё, можно вычи- 
слить по (1029), принимая шары за неупруг!е (обращая внимав!е только 
на 1-й перюдъ), а затмъ, согласно (ов), Е вайдется помвожая А, 
на (1 + е), то есть по формул: 


= м а В .. (1032) 


Эта формула при такихъ опытахъ служить для опредфлешя е для 
разныхь матераловъ. Когда е найдены и для нихъ составлены таблицы, 
то (1032) можеть служить для ршев!я задачъ объ ударь шаровъ, обда- 
дающихъ упругостью. Шары, для которыхъ е = 1, называются совершенно 
упругими. Но такихъ не существуетъ. Наибольшее е, близкое къ 1, свой- 
ственно стеклу и слоновой кости. Наименьшее е, близкое къ 0, свой- 
ствевно свинцу. 

$ 377. Балка, подвфшенная на оси проходящей чрезъ ея центръ тя- 
жести, ударяется абсолютно упругимь шаромъ. Однородная балка надфтая 
ва поперечную ось, проходящую чрезъ ея центръ тяжести, выводится изъ 
состояв!я покоя ударомъ, направленнымъ въ одинъ изъ ея концовъ пер- 
пендикулярно ея длинЪ, произведеннымъ абсолютно упругимъ шаромъ, дви- 
жущимся перпендикулярно къ балк со скоростью . 

Пусть: 

М — масса балки, 

„/ — ея моментъ инерщи, 

т — масса шара, 

®' — скорость шара посл удара, 

®' — вращательная скорость балки посл удара, 
2а — длина балки. 

Въ этой задачЬ мы не можемъ пользоваться непосредственно форму- 
лою (1032) удара упругихъ шаровъ, потому что здфеь сила удара Ё мо- 
жеть быть зависить оть того, въ какую точку балки попадаеть шаръ. 
Воспользуемся сначала формулами (1026). 

Ударъ В происходить въ конецъ балки, находящ!йся на разстояв!и & 
оть ея центра тяжести. Слфдовательно моментъ Г, вносимой ударомъ пары 
равенъ: 

ВЕНА озасйнее юры . (1033) 


Ветавляя эту величину въ послфднее изъ уравнений (1026), получимъ: 
Мо! — Ва... ео. (1034) 
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такъ какъ угловая скорость ® балки до удара равна нулю по условю 
задачи. Изъ (1034), имфемъ: 


ме с. аси (1035) 
Называя чрезъ и’ линейную скорость посл$ удара конца балки, имфемъ: 
О (1036) 
Исключая ®' изъ (1035) и (1036), получимъ: 
2 
и НТ... сло ФА (1087) 


Сравнивая эту формулу съ первою изь (1026) и замтивъ, что ва- 
чальная скорость м конца балки равна вулю, видимъ, что формула (1037) 
показываеть, что балка ударяется въ А Ц такою силою, съ какою 


ударяется свободная сфера, иифющая масеу МЕ . Ударъ балки шаромъ 
приведень теперь къ удару данваго шара массы т обладающаго ско- 
ростью © о шаръ обладающ массою в Вставивъ эту массу, вмфсто 
т’ въ формулу (1032) и полагая въ ней е —= 1, и = 0, получимъ: 


Для удара шара объ тЬло получимъ ту же величину съ знакомъ +. 
Зная, что МЁ = 4, получимъ: 


2.7 
== Е ЕВ... (1038) 
Сравнивая (1038) съ (1034), имфемъ: 
‚ _ _ 2 ]тоа 
= (ат + 5) 
и 2тга 
= ®' и . . (1039) 
Но (1028) даетл: 
у ИВ, али ‚. . (1040) 
Е 


Сравнивая (1038) съ (1040), получимъ; 
Рав 2.7те —_@т+/— 27), 
(а?т —- 7) т ат + 
_ (@т— 7), 
О 


. (1041) 
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Если, напримфръ, балка очень тонка въ вертикальномъ направлен!и, 
то ея моменть инерщи, согласно съ $ 181-мъ, равенъ: 
Ма’ 
==. 
Тогда (1038), (1039) и (1041) даютъ: 
ЗВ... 
— тм: 
И _6; пи; 
— (т Ма’ 
3т—М. 
31 + М 
Если же балка представляетъ собою параллелепипедъ съ ребрами 2а, 
2, 2с, то, согласно съ $ 181: 


7=М 


= 


ве 
ва" 
Тогда (1038), (1039) и (1041) даютъ: 
НЕ Это + (+2) М 
— затш-а м, 


У бы ыыы. ео Вр 
— Зат + (@ 2) М’ 
ыы За?т — (а? -н с?) М 


бе. зат + (+9) М` 


$ 378. Законы треншя во время удара одинаковы съ законами треня 
скольжения. Опыть Морена. Во время удара тьла соприкасается между 
собою, и егли ударъ направленъ не по общей нормали къ соприкасаю- 
щимся поверхностямъ, то должно явиться треше. Спрашивается, будетъ 
ли ударное треше имфть то же отношеше къ нормальному удару какъ 
трее скольжев!я къ давлению, то есть одинаковъ ли коэффищенть удар- 
ваго и обыкновеннаго треня. 

Моренъ произвелъ нфеколько опытовъ, которые показали, что коэф- 
фищентъ ударнаго трев!я равенъ обыкновенному коэффищенту тремя. 
Эти опыты производились слфдующимъ способомъ. 

Къ ащику АВ было придфлано два столбика съ перекладиною, на 
которой помощью нитки подвфшивался грузъ т. Ящикъ наполнялся 
дробью до желаемаго вЪса №9. Ящикъ ставился своимъ плоскимъ дномъ 
на горизонтальную плоскость и опредфлялея предварительными опытами 
коэффищенть № треня ящика о плоскость. Оть ящика шелъ горизон- 
тально шнуръ перекинутый чрезъ блокъ, и на свободный конецъ этого 
шнура подвфщивался грузъ: 

д (1042) 
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При дЬйств!и такого груза ящикъ, немного подтолкнутый, двигался 
торизонтально и равномфрно со скоростью +. Во время этого движеня 
перерфзывали нитку, волфдстве чего грузъ то падаль въ ящикъ и уда- 
рившись о дробь оставался неподвижнымъ относительно ящика. Этимъ 
ударомъ груза то объ ащикъ вызывалось ударное треше между ящикомъ 
и горизонтальною плоскостью, по которой онъ двигался. Оказалось, что 
скорость ящика У’ до удара о ящикъ груза тд оставалась такою же и 
посл этого удара. Покажемъ, что этимъ доказывалось равенство коэф- 
фищентовъ тренйя обыкновеннаго и ударнаго. 

Ударъ груза о ящикъ передается, и происходить ударъ ящика о пло- 
скость по которой онъ скользитт. Пусть: 

Е — горизонтальная слагающая удара ящика о плоскость, 
В — вертикальная слагающая удара ящика о плоскость. 
,' — скорость ящика посль удара, 

| — время, въ теченши котораго падаеть грузъ тд. 

По законамъ паденя грузъ ту ударяется о ящикъ со скоростью 9%. 

Поэтому вертикальная слагающая В удара опредфляется, согласно 
(1026), уравнешемъ 

ти= В 

Отдфлившись оть перекладины, грузъ ту уже не принадлежить къ 
систем ящика вилоть до конца своего падев!я. Поэтому масса системы 
двигаемой грузомъ (М - т) 9 уменьшается, и, вслфдстве этого ско- 
рость р системы увеличивается на величину пропоршюнальную { именно 
ва ДЁ тдь 

че ьми а 
М+(М-+ть 


Такимъ образомъ въ моментъ вачала удара ящикъ обладаеть гори- 

зонтальною скоростью 
+ 

До удара (но посаЪ перерфза нити) масса двжимая грузомъ (М -+- т) 9 
состояла изъ массы М ящика и массы (М т) в самого движущаго 
груза. Вея эта масса, 

М - (М +т) ь 

двигалась со скоростью и -+ /ё. 

Посл удара грузъ тд опять сдфлался частью системы; масса ея сд- 
лалась, слфдовательно равною 

М т - (М-+т)ь 


и скорость сдфлалаеь равною +’. Поэтому количество движеня въ гори- 
зонтальномъ направлен!и всей системы вифстф съ грузомъ т до удара 
равно 

[М + (М-+т в] © Д - ть. 
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Количество движеня въ горизонтальном ваправлени всей системы 
вмфеть съ грузомъ посл удара равно: 


[МыЪ-+э + (Мм) в]. 
Слфдовательно, согласно съ (1027): 
[МЪт- (М-+®»и — [М-+(М-+ ео —т=р— Е. 


Если согласно результату опытовъ Морена сдфлать здфеь в — ' и 
вставить вмфсто / его величину получимъ: 


ЕЕ 


которое и показываетъ, что отношеше е ударнаго трея къ нормальному 
удару равно тому же |1, которому равно отношене обыкновенваго трея 
скольжен!я къ давлен!ю. 
$ 379. Уравнешя удара совершенно неупругихь и шероховатыхь тлъ. 
Пусть (фиг. 158) 
С и 6' — центры тяжести ударяющихся тфлть, 
А — точка соприкосновеня ихъ поверхностей, 
[ — проложев!е скорости точки С’ на касательную, до удара, 
У — продожеше скорости точки С’ на нормаль до удара, 
ши г — проложевшя этихъ скоростей тотчасъ послф начала удара, 
} — весьма малое время, протекшее отъ начала удара до измфвеня 
скоростей И, У въ и, в, 
© — угловая скорость тфла С’ до удара, 
 — угловая скорость тфла @ въ моменть &, 
М — масса тъла С, 
1 — радёусъ инерши относительно оси вращев\я проходящей чрезъ (7 
СМ — перпендикуляръ на касательную, 


АМ=Е №=у. 


'Т№ми же буквами, но со значками «примъ» обозначаемъ соотвфтственныя 
величины и точки второго тала. 

Въ случаф абсолютно неупругихъ тЬхь относительная скорость сколь- 
жен!я и относительная скорость сжат!я дфлаются равными нулю въ конць 
удара. Если положить { равнымъ продолжительности всего удара, то вели- 
ЧИНЫ №, ©, ®, и’, ›’, ®' относятся къ ковцу удара. 

Найдемъ проложене скорости точки А на касательную, по окончани 
удара, разсматривая А какъ точку тёла (+. 

Вслдетые поступательнаго движев!я тфла С точка 4 обладаеть по 
касательной въ концф удара скоростью м. Велфдстве вращательнаго дви- 
жев!я точка А обладаеть скоростью + ® . СА, проложеве которой на 
касательную равно (— у6). Поэтому полное проложен!е на касательную 
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скорости точки А въ конц удара равно м — ус. Точно таъ же полное 
проложен!е скорости точки 4 тфла С’ на касательную въ конц$ удара равно 
и' + уо’. Но относительная скорость ло касательной (скольжене) благо- 
даря шероховатости тфлъ равна нулю. 
Садовательно: 


и — ю— и — ую’ =0. . (1043) 
ВслЪдств!е абсолютной неупругости 
тфаъ относительная скорость по нор- 
мали въ конц удара равна нулю; это 
можеть быть, помощью такихъ же раз- 
‹ужден, выражено такъ: 
и--аю — г’ — 20'=0. . (1044) 
Ударъ 1-го тла о второе равенъ 
удару 2-го тфла о первое, и потому, 
<огласно съ (1027), имфемъ для проло- 


женя ударовъ на касательную: Ее 

М (и О-м'и-И)=0..... (1045) 
и для проложен! ударовъ на нормаль: 

Мом (и—7)=0.... (1046) 


Наконець (1028) даеть: 
МР (& — 9) + М (и— Пу— М(%— У) #=0. . (1041) 
М? (в — 9) + М' (и — 0) — М (Та =0 . (1048) 
Этихъ 6-ти уравнен!й (1043), (1044), (1045), (1046), (1047) и (1048) 
достаточно дая опредфлен!я движенм послЪ удара по заданному движеню 
до удара. 
$ 380. Уравненя удара совершенно - неупругихъ и абсолютно гладкихъ 
тфлъ. Если тфла совершенно не упруги и абсолютно гладки, то уравнев!е 
{1043) теряетъ смыслъ, а вмфсто уравнешя (1045) имфемъ: 


у, +. чак (1049) 
м’ — Боевое илом (1050) 


$ 381. Уравнешя удара совершенно гладкихъ упругихъ тфлъ. Если твла 
‘упруги, то надо ввести еще реакцию возстановлевя формы; если при 
этомъ между тБлами нёть тренйя (или мы имъ пренебрегаемъ), то проло- 
жеше удара ва касательную равно нулю для каждазо ттъла. Поэтому, 
въ этомъ случаЪ, получимъ: 


Миа бочоа олнаини (1051) 
мое ав... (1058) 
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Ме — 0) = Вр. \ за > (1053) 
0. тт (1054) 
ВК. о (1055) 
М? (9) = — №... бы (1056) 


Кром того скорость С’ сжатия получится изъ уравневя: 
С=у-хю ——2о...... . @05т) 


Подставляя сюда величины, опредфляемыя изъ (1051).... (1056) по- 
лучимъ: 
ВЕ ро ь. в (1058) 
тдВ С, и а' постоянныя. = 
Полагая здфеь С = 0, получимъ величину В, =“ удара, дйствую- 
щаго въ перюдъ сжатя; помножая его на (1 -+ е) получимъ полную ве- 
личину Е удара; подставляя это В въ (1051)... (1056). получимъ: 
ирфи’ь'®' по заданнымъ 0, У, 9, 0', У', 9'. 
$ 382. Уравненя удара тфлъ упругихъ и несовершенно шероховатыхъ. 
Изсльдуемъ наконець ударъ несовершенно упругимъ тфлъ, принимая во 
вниман!е и ударное треше Р. Принимая моментъ начало удара за начало 
времени. 
Пусть: 
Е = количество движен!я, сообщаемое тБлу М по нормали въ те- 
чени малаго времени &, 
Е — количество движеня, сообщаемое тлу М по касательной МА 


въ течени {. 

Уравненя удара будуть: 
Ме-ж=б-рого р... (1059) 
РВ ааа 0 (1060). 
МЕ (в — 9) = + № ..... (1061) 
М’ (и — (1062) 
уния бе (1963) 
М (6—9) = Ку Вие ал (1064) 


Относительная скорость скольженая 5 опредфлится уравнешемъ: 
би ую—ШЩм—Шую....... (1065): 


составленнымъ помощью разсужденй, примфненныхъ къ составленю ура- 
внешя (1043). 
Относительная скорость сжатия С опредфлится уравнешемъ: 


С=ухю —ш—20....... (1066) 
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Если подставимъ въ (1065) и (1066) величины, опредфляемыя изъ 
уравнен!й (1059). . . (1064), то получимъ: 


(1067) 


(1068) 
тд: 


. (1069) 
. (1070) 


(1071) 
. (1072) 


(1073) 


2, у, 2, у’ имфють т же значены (фиг. 158) какъ и въ $ 879-омъ. 
Величины 5%, С., а, а’, ® называются постоянными даннао ‘удара, 
причемъ: . 
5, — начальная скорость скольженя, 
С, — начальная скорость сжатя, 
а, а', В — не зависять оть скоростей. 
аи а' существенно положительны, Б можеть быть и положительнымъ 
и отрицательнымъ. Замфтимъ, что изъ (1071), (1072) и (1073) слЪдуетъ: 


сте ТО (1074) 


$ 383. Изображающая точка. Пользоване уравнен!ями предыдущаго 
параграфа значительно облегчается примфнешемъ особаго графическаго 
метода, основаннаго на понят! объ изображающей точкъ. Къ изложению 
этого метода мы и приступимъ. Припомнимъ, что чрезъ Ё мы обозна- 
чили въ предыдущемь параграф количество движеня, сообщаемое 
твлу М по нормали въ течени весьма малаго времени ь считаемаго отъ 
начала удара. 

Это В равно нулю въ началф удара; затёмъ оно возрастаеть и до- 
стигаеть максимальной величины въ конц удара. Въ течени времени 4 
это Е возрастаетъ на @Н. УдобиЪе, для изслфдованйя процесса, происхо- 
дящаго въ теченш удара, принять не #, а за независимое перемнное 
и разсматривать послфдовательныя 4Ё равными между собою. 

Съ возрасташемъ В измфняется и Е, но АЕ могуть быть и положи- 
теаьными; можеть случиться, что какое-нибудь ЧР достаточно для уничто- 
жения скольженя. Согласно опытамъ Морена ($ 378) 


аЕ=ЬаЕ .......... (4016) 


тд р коэффищенть трен!я. 
Н. Б. Делоне. — Курсъ теоретической механики. 2 изд. 5 
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Примемъ касательвую и нормаль за оси координать АРи АЕ (фиг. 159) 
съ началомъ въ А. На АЕ будемъ откладывать абсимесы Е на АЕ бу- 
демъ откладывать ординаты Р. Точка Р, опредъляемая абсциссою В и 
ординатою Е, называется изображающею точкою. 

Изслфдоване процесса, происходящаго во время удара, сводится къ 
изслфдованию движен!я изображающей точки Р. 

Въ начал удара Ё=0и Е=0, поэтому Р находится въ начал 
координатъ. 

Ординату Р’ откладываемъ положительною въ сторону противоположную 
той, въ которую трее дЬйствуеть на тфло М, такъ что проложене ско- 

рости точки Р на ось АЁ направлено 


№ въ ту сторону, въ которую скользить 

5’ тьло М. Въ течен!и удара это положе- 

о ве можеть быть и положительнымъ и 
отрицательнымъ. 

1 Изъ уравненй (1067) слфдуетъ, что 


теометрическое м$сто, выражаемое въ 
перемфнныхь Ри В уравненемъ 


А. р р 8=0.... (1076) 
Фиг. 159. есть прямая. Назовемъ эту прямую 55’ 
(Фиг. 159) ирямою нулевало скольжешя. 


Изь уравнешя (1068) слфдуетъ, что геометрическое мфето, выражае- 
мое въ перемфнныхь Ри В уравнен{емъ: 


ржет (1077) 


есть прямая. Назовемъ ее прямою наибольшало сжалия, потому что ско- 
рость С относительнаго сжатя дфлается равною нулю въ моменть наи- 
большаго сжатия. 

Для того, чтобы можно было изобразить эти двф прямыя на чертеж 
(фиг. 159), нужно найти координаты ихъ точекъ пересфченя съ осями 
координатъ. Уравневшя ихъ, написанныя вполнЪ, таковы: 

8, — аЕ —6В = 0 прамая нулеваго скольжешя 5 = 0. (1078) 
(5. —6Е — “Е=0 прямая наибольшаго сжайя С = 0. (1079) 
Изъ этихъ уравненй имфемъ (фиг. 159): 


р ЗЕ 
а а 

— 6. — 8 
4с=@; 164% 


По этимъ даннымъ и чертимъ прямыя СС’ и 88' (фиг. 159). 
На основанш неравенства (1074) заключаемъ, что прямая 55’ с0- 
ставляеть съ осью АР болышй уголь, чфмъ прямая СС". Это обетоя- 
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тельство и положительность постоянныхъ а и а’ показываеть, что пря- 
мыя 55’ и СС’ не могуть пересЪкаться въ углу отрицательных Ри В. 
Прослёдимъ теперь движеше изображающей точки Р. 
При начал удара тёла М и №’ скользятъ одно по другому; при этомъ: 


и точка Р двигается по прямой АТ, (фиг. 159), опредфаяемой уравне- 
в!емъ (1080) пока не достигнеть пересфченя 7, съ 55'. Во все это 
время трене достигало своей предфльной величины (какъ при тва, 
скользящемъ по наклонной плоскости, составляющей съ горизонтомъ уголь 
больший угла трев!я). Абецисса В, точки пересфчен!я прямыхъ АГ и 58’ 
опредфляется изъ (1078) и (1080) формулою: 


Вии: 
В = т о м (1081) 


при чемъ А, есть количество движен!я по нормали, вносимое ударомъ за 
время отъ начала удара до того момента, когда скольжен!е может обра- 
титься въ каташе. ПослЪ этого момента, въ который Р’ достигаеть пря- 
мой 5'5, возбуждается только 


трене достаточное для удер- 9" 

жавшя тВль М и М’ отъ 

скольженя (какъ при тёлЪ, А 

лежащемъ на наклонной плос- & В 
кости, составляющей съ го- а Ах 
ризонтомъ уголъ не больший ы | 
угла тренйя). А = р 


Случай 1-ый (фиг. 160). Ч ыы 
Если уголъ 55'А менте чмъ Фиг. 160. Фиг. 161. 
‘атс 1 *), то трее аЁ не- 
обходимое для удержавшя отъ скольжения, менфе предфльнаго трея ва. 
Трене уже не достигаеть въ течен!и остального процесса удара предЪль- 
наго значен!я; скольжешя уже не будетъ больше до конца удара. Поэтому 
Р, дойдя по АГ, до прямой 55", двигается далЪе по этой прямой въ 
сторону возрастающихъ В. Итакъ получился путь 405’ точки Р. 
Случай 2-ой (фиг. 161). Если же уголъ 95'А болье чфмъ атов |, то 


аЕ 
ав? 


1 


и требуется болфе тревя, чфмъ тфла могуть обнаружить, для удержая 


ихъ оть екольженя. Трене удерживаеть свою предфльную величину и 
скольжен!е возможно. 


Когда Р дойдеть до прямой 85", то не пойдеть по 85', потому что 
скольжен!е существуеть; но при переход точки Р по ту сторону прямой 
*) Изъ (1080) видно, что ат № — ГАВ. 
25* 
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85' скольжен!е мФняеть знакъ, велфдете чего и трее м%няеть свой 
знакъ: 4Р стануть отрицательными, но трен!е удерживаетъ свою абсо- 
лютную величину. Слфдовательно Р пойдеть по прямой ОВ, тоже состав- 
ляющей острый уголь а7сё9 в съ осью АВ, какъ и АГ уже съ умень- 
шающимися ординатами Е. Итакъ, получился путь АОВ точки Р. 

Случай 3-м. Прямыя не пересФкаются въ положительномъ углф. Точка 
Р не встрьчается съ прямою 85’ и идеть по АГ. Треше все время до- 
стигаеть своей предфльной величины. Получается путь 
АТ, точки Р (фиг. 162). 

Когда Р доходить до прямой СС’, то прекра- 
щается сжат!е тьль и начинается перодъ возстано- 
влешя формы тьлъ. Если В, есть абоцисса точки, 
въ которой Р встрёчаеть прямую СС’, то абоцисса 
В, той точки, въ которую Р приходить въ самомъ 
концф удара равна: 

Фиг. 162. В, = В, (1+0..... (1082) 
согласно съ (1031). 

Изслфдован!е удара приводится къ слфдующему: 

Точка Р идетъ по прямой АГ, составляющей съ осью АВ уюль рав- 
ный, а71д в, 00 этъьть поръ, пока встрьтить прямую 58'. Далте она ‘идеть 
или по 55’ или по ОВ, и именно по той изь нихь, которая составляеть 
съ осью АВ меньшёй острый узоль; при чемь ОФВ составляеть съ осью 
АВ поль ат в. Точка Р движется по этимь прямымь въ сторону в0з- 
растающизть В. Полная сила Е всею нормальнало удара получается по- 
множенйемь на (1-е) абеииссы В, той точки, въ которой Р встръ- 
чает» прямую СС’. Ордината точки, импющей абсциесу В, (1-е) 
есть полная величина ТР касательнало удара (удара треная). Подета- 
вивъ эти величины В м Е въ уравнешя (1059)...(1064), найдемь дви- 
эжеше ттль (скорости) посль удара. 

Остается разсмотрёть нзкоторые особенные случаи. Можетъ случиться, 
что 8, = 0; тогда (1078) принимаетъ видъ: 

ЕВ 0. пов ы (1083) 


прямая 55’ проходить чрезъ начало. 
Если при этомъ острый уголъ составляемый прямою 85’ съ осью АВ 
менфе чЬМЪ а7сЁ9 №, то есть если 


Й 
«<в 


то Р идеть изъ начала А по 45 въ сторону возрастающих В; треше 
вее время менфе предфльнаго; скольжен!я ифтъ. 
Если, при 5, = 0, 


ь 
ыы 
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то Р движется по АГ, составляющей съ осью АВ уголь ГАЕ = аиеё |. 
Трене все время достигаеть предфльной величины; все время происхо- 
дитъ скольжен!е. 

$ 384. Ударъь шара объ стфну. Шаръ движется, не вращаясь, по 
гладкой горизонтальной плоскости со скоростью У и ударяется въ вер- 
тикальную стВну, съ которою У составляетъ уголъ а; коэффищенть тре- 
я шара и стфны равенъ в. Опредфлить движене шара посл удара о 
стВну (фиг. 163). 

Обозначая чрезъ г радусъ шара, 
пользуясь формулами (1059) — 
(1066) и замЪчая, что трешемъ 
возбудится вращене, получимъ: 


М(и— Узта) =—Е. . (1084) 


М (2+ 7054) =В... (1085) 
МРо=...... (1086) 
Я=и—т....., . (1087) 
Уи... . + (1088) СоаХ 


Исключая м, у, ® изъ этихъ пяти уравнен! получимъ соотвЪтствен- 
ныя уравневямъ (1067) и (1068) уравнешя: 
7-е Е 


5 = Узта — в ‘м... -. . (1089) 


С. р И . (1090) 


бу Ива сах . (1091) 

Е . . (1092) 

енто (1093) 

И са= у боев (1094) 
Поэтому уравнеше (1078) принимаеть видъ: 

Узта = .Е=0 прямая нулеваго скольжешя $ =0. (1095) 


Уравнеше (1079) принимаеть видъ: 


У в0;а — т 
Видимъ, что прямая 85’ нулеваго сжалйя представляется прямою, 


проведенною параллельно` оси АЕ на разстояи зв МУ зта. 


ЕВ = 0 прамая наибольшаго сжамя С = 0. (1096) 
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Прямая СС’, опредфляемая уравнешемъ (1096), представляется пря- 
мою, проведенною параллельно оси АТ на разстояи МУ 05 а оть нея 
(фиг. 163). 


Пусть В есть точка пересфчен!я этихъ прямыхъ. Не трудно найти: 


7 
9 ВАС = та 4 в. 


Но, согласно (403), для сферы & = Е т. СлЪдовательно: 
9 ВАС = 7 ща. 


1) Шаръ совершенно неупруе. 

Если #>7т 9 а, то прямая АГ наклонная къ АВ подъ угломъ 
ат 9 ® пересфкаеть прямую 5В нулевого скольженя въ точкЪ Г, прежде 
чВмъ идущая по ней изображающая точка Р встрьтится съ прямою СВ 
наибольшаго сжатя. Тогда Р описываеть путь АТВ. Въ моментъ ваи- 


большаго сжашя ЕР и Е суть координаты точки В и потому опредф- 
ляются изъ уравненй: 


ЕЕ МУ. та. вв 


Е = МИсва (...- .. . (1098) 


Подставляя эти величины въ (1084), (1085), (1086) найдемъ скорости 
и, ®, ® шара посл удара. 

Если в < 1 9 а, то прямая Ё = ьЕ пересфкаеть прямую ОВ въ 
какой-нибудь точкЪ Н прежде, чфмъ она достигнеть прямой 5В: трен!е 
не останавливаеть скольженя. Въ моменть наибольшаго сжайя Ри Ё 
суть координаты точки М, и потому опредфаяются уравненями: 


ЕЕЬМУ са „ен. « (1099) 
В = МУ ева. доче. = (1100) 


Подставляя эти величины въ (1084), (1085), (1086), найдемъ ско- 
рости м, и, ® шара послЪ удара. 

2) Шаръ обладаеть упруюстью, характеризуемою постояннымь е. 

Р движется пока достигнеть абсцисвы 


В = МУсоза (1 + 6). 
Если эта абсцисса равна АС’ (фиг. 163), то проводимъ С'В' парал- 
лельно СВ; получаемъ 


а 


9 ВАС = 1-29, 


= 
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_ ма. 


Если ь>2 а-+а’, 


то Р описываеть путь АГ,В’ 
ЕЕ МУзта 


Е = МУ 08а (1+6). 
_ ча. 
+9’ 

Е = вМУ 005% . (1-е) 

В = МУ. 00а . (1+6) 
Если В есть уголъ, аще скоростью к шара по окончани 


удара со стёною, такъ что (В =“, то при в> 8 т не 


2 
Если в < @=5 то, 


Ма—в (16) 
а. ь 


В = 


Если трея нЪтЪ, такъ что № =0 и если шаръ совершенно упругъ, 
такъ что е=1, то 


198 =ма 

Зполь падешя равень уьлу отраженя. Но это только при е= 1; в=0. 

Этоть способъ изслфдован!я можно распространить и на движен!е, въ 
которомъ траектори не параллельны одной плоскости. Но мы этого дЪ- 
лать не будемъ; желающие познакомиться съ такимъ обобщешемъ найдутъ 
его въ Динамик® Раута: Тгеа&зе оп Фе упапиез оГ а зубеш оГ гла 
То@ез. Вомёй. 1897 или въ нфмецкомъ переводЪ: Те Оупапик 4ег $у- 
з4еше З4атгег Кбгрег Вов. 1898 съ предислощемъ Е. К1епга. 


ГЛАВА П. 
Обийя теоремы о мгновенных силахъ. 
$ 385. Общее уравнеше возможныхь перемьщенй для мгновенныхь 
силъ. Пусть: 


1, у, г— координаты точки т системы, 

Х, У, #—проложешя дфйствующихь на точку # мгновенныхъ силъ, 
и, ®, ш—проложевя скорости точки # до удара, 

и', ®', в’ проложешя скорости точки 7 послВ удара. 


Согласно съ началомъ возможныхь перемфщенй имфемъ: 
Ут [(м'—и) 82 (ив) Зу- (ш'-—%) 8=] = (Х8ж-н Узу- 282) . (1101) 
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ТД 82, ду, бр суть возможныя перемфщен!я, между которыми могуть суще- 
ствовать соотношен!я, обусловливаемыя связями. 

$ 386. Теорема Карно. Примемьъ сначала, что разсматриваемыя мгно- 
венныя силы происходятъ только оть взаимодЪйств!я составляющихъ си- 
стему тЪль (ударъ двухъ тЬлъ, внезапно устанавливающаяся связь’ двухъ 
точекъ нитью и проч.). Въ этомъ случаф дЬйствя и противодЪйствя уравно- 
вфшиваются, и сумма ихъ возможныхь работь равна нулю для вевхъ ие- 
ремфщен!й, не измфняющихъ разстояв между взаимодфИствующими точ- 
ками. Если ударяюцияся тбла абсолютно неупруги, то скорости непосред- 
ственно яюсль удара, удаляющя тфла одно отъ другого, равны нулю. При- 
мемъ, поэтому, за возможныя перемфщевя, перемфщен!я, происходящя въ 
течен!и безконечно-малаго времени 4# слфдующаго за ударомъ, такъ что: 


5 = ий 
бе, зе ге а = (0108) 
би’ = ш' 8 


Благодаря равенству нулю суммы возможныхъ работь мгвовенныхь 
силъ, 10 есть первой части уравнения (1101) и согласно съ (1102), урав- 
неше (1101) принимаеть видъ: 

Ут [(м— минивен (ш и) |= 0 .. (1103) 
или 
Ут (и! и? в) = Ут (ии! 5 1' -- и’)... (1104) 
или 
Ут (ино?) — Ут (ити) = 
= — Уж [(м — м) (и — 5) -+ш— и]... (1105) 
Это уравнене выражаеть собою теорему Сагпо. 

Теорема Карно. При ударъ абсолютно неупрушихь ттъль всефа 
‘теряется живая сила, и потерянная живая сила равна живой силт 
потерянныхь скоростей. Подъ именемъ потерянныхъ скоростей здфеь 
разумвются (м’— и), (®'— 5), (ш' — в). 

$ 387. 2-я теорема Карно. Положимъ теперь, что мгновенныя силы 
производятся не ударомъ, а взрывом» системы. Здфсь взаимодЪйствия уравно- 
вфшиваются непосредственно передъ ударомъ. Поэтому здфсь вмЪото 
(1102) будуть тащя соотношешя 


2х = и 6 
у — 08 
62 = 081 


относяпйяся къ скоростямъ м, и, до взрыва, а не вЪ скоростямъ м’, х', №’ 
посль удара. Поэтому (1101) приметь видъ: 


Ут [(м— мии — пе (ю'— ии] =0 
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ИЛИ 
Ут (м-н о - ш?) — Ут (ет в) = 


= Ум [(м’ — м)? + (#’— 5)? ('— в) ] ... (1106) 


Это уравнеше выражаеть 2-ую теорему Карно. 

2-ая теорема Карно. Пры взрыв вседа прюбрьтается живая 
сила, при чемь пробрьтенная живая сила равна живой силь птобру- 
тенныхь скоростей. 

$ 388. 3-я теорема Карно. Если ударъ происходить между совершенно 
упругими тблами, то весь процессъ удара раздФляется на два пер!ода. Въ 
первомъ перодВ твла сжимаются какъ неупрумя, и теряется живая сила 
по 1-й теоремв Карно. Во второмъ пер!одь происходить то же, что при 
взрыв, и прюбрЬтается живая сила по 2-й теорем Карно равная той, 
которая была потеряна въ 1-мъ перюд%. Въ результатв остается та же 
самая живая сила, которая была бы до удара. Отсюда: 

3-я теорема Карно. При удар абсолютно упрушихь тлъль живая 
сила остается безъ изминетя. 


ОТДЪЛЪ Х1. 
Общая теор!я уравнен!й механики. 


ГЛАВА 1. 
Уравнен!я Лагранжа во 2-ой ФхормЪ. 


Теперь мы приступимъ къ изученю общихъ свойствъ уравнев ме- 
ханики, то есть къ изученю предмета, составляющаго существеннйшую 
часть аналитической механики. 


$ 389. Выражения декартовыхъ координать чрезъ независимыя коорди- 
наты. Если движущаяся система состоитъ изъ и точекъ, то положене 
каждой точки опредфляется тремя декартовыми координатами (я, у, 2). 
Для опредфлемя движешя такой системы потребуется слфдовательно, 
кромф времени {, еще Зи декартовыхъ коордиватъ. 

Если при этомъ движене точекъ системы стфенено связями, то всегда 
можно примфнить къ дзлу тая независимыя между собою координаты 
4; 9; 9: -. Ч» которыхъ было бы меньше чЪмъ 3», и чрезъ которыя мо- 
жеть быть выражена каждая изъ декартовыхь координать, такъ что 
уравнен!е связей тождественно удовлетворяются при подстановк® въ нихъ 
независимыхъ координатъ вмфсто декартовыхъ. Напримфръ: если система 
состоитъ изъ одной точки, принужденной двигаться по сферь 


НЫ о ьс те 5 2 4 010) 


то положеше точки можеть быть вполнф опредфлено двумя только неза- 
висимыми координатами, именно широтою 4, и долготою 4.; при чемъ 
декартовы координаты выражаются чрезъ широту и долготу такъ: 


=#. 0084, . 603 4,. 
у = т. 605 9, - эта, 
#8 =:.зта.. 
Ветавляя вмЪето 2, у, 2 эти ихъ выражешя чрезъ 4, и а, въ уравнеше 
связи [сферы (1107)], получимъ тождество. 
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Итакъ, декартовы координаты выражаются чрезъ независимыя такими 
№ формулами 
2, =, (@ь, 4:---4ь) 
у; = Л, (@,, а. 
21 = Л, (4, 9:- 
2, = Е (4, , 4... 


о (1108) 


помощью которыхъ уравненя связей тождественно удовлетворяются. 
Число К независимыхъ координать меньше числа Зи декартовыхъ, и 
еслибы можно было установить дифференщальныя уравненя движеня 
Для независимыхь координать, то затьмъ можно было бы изслфдовать 
движене, уже не заботясь о связяхь. Таюя обшёя уравневя движешя 
въ независимыхъ координатахъ и были, какъ мы это увидимъ въ $ 392, 
установлены Лагранжемъ. Число  независимыхъ координать 4:, 9. .-. 
называется степенью свободы системы. 


$ 390. Выражеше живой силы въ независимыхъ координатахъ. Обозна- 
чимъ первыя производныя отъ координать по времени значками вверху, 
такъ что 
42, ‚. о що 4 _ 
в =" ши =% щшя®- 


„Тогда выражене живой силы 7 въ декартовыхъ координатахъ дасть 


зам мыее (1109) 
Для общности предположимъ, что нфкоторыя связи измфнають свой 
видъ или положене ст, течешемтъ времени (зависять отъ времени). Тогда 


въ первыя части уравненй (1108) войдеть также и время, и изъ нихъ 
получим: 


ЗТ = Ум (2? - у? - 2) 


= 91 3 9: и, 

й 9% а,“ 94, 9. 

о ду д, за 50200) 
И + +в + 


Подставивъ эти выражен!я выЪето (2, у', 2’) въ (1109) и опредфливъ изъ 
(1108) вошедиия въ (1110) величины а , = „9... чрезъ 4,. 4. .- 


найдемъ 
2Т = 4,9, * + 24,,9:'4.' + --. + Ва, + Ва, +. +0 . (и) 
тдВ коэффищенты 4,., 4,,, В,, В,, С суть функщи перемфвныхъ 
Ь 4ь, 9: --- 

Чрезвычайно важно замфтить, что въ правой части уравнения (1111) 
не будеть. членовъ 1-го порядка и нулевого порядка относительно 4,', 41. 
4... если не будеть въ правыхъ частяхъ уравнев!й (1110) первыхъ 


*: 
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членовъ; а эти члены р м: равны нулю въ томъ случаф, когда 
уравненя связей не заключаютъ явно времени. Итакъ, если связи не 
зависятъ отъ времени, то живая сила выражается такою функщею отъ 
4,» Ч, -. Чь 4’, 4" -- Чи, Въ которой перемфнныя 4,', 4,', 4'..4ь» ВХО- 
дять только или квадратами или попарными произведешями. 

Другими словами: если связи не зависять отъ времени, то живая сила 
выражается однородною функщею второю порядка относительно перемфн- 
вЫХЪ 4,', 9.,, 4. .., представляющихь собою первыя производныя по 


времени отъ независимыхъ координатъ. 

$ 391. Элементарная работа ускорительныхь силъ. Элементарная ра- 
бота ускорительныхь силъ получится, если въ общее выражеше элемен- 
тарной работы Хёх-- Убу-+ 282, данное въ $ 67-мъ, подставимъ вмфето 
Х, У, 2, произведешя массъ на ускоревшя и возьмемъ сумму этихъ про- 
изведен!Й для всфхъ точекъ системы. Получимъ: 

Ут (2 у бу ...... . (1118) 
тдЪ двойными значками отм®чены вторыя производныя координат по 
времени, такъ что напримфръ 2’ = и 

Элементарная работа на пути возможныхь перемфщев!й, произведен- 
выхъ измфнешемъ координаты 4, будетъ: 


95 02 
т (г чих + “и, № емо 


Не трудно видфть, что это выражене равно: 


а - ‚ д ‚а 4% а 
Е т (- «. + -) к (2 мы -)№ элем. раб. . (1114) 
Изъ (1109) находимъ: 


ея =Ут (* 
4, 


Г. 
94', 
Взявъ частную производную по 4,’ отъ (1110) находниь 2 = 
Слфдовательно изъ (1115) получимъ: 
97, 9х Сы 
, = (Ум, ]] 2 2 208 
ва Ч РУ а: ==] Ч 116) 


Съ другой сторочы, взявъ оть (1109) частную производную по 4;, 
найдемъ: эт 


‚ 9" 
+.) .....ащ 
у 94° — ) (1115) 


= 


= (= ж+ж +-) т т 


94, 94, 94, 
Дифференцируя же (1110) по 4,, получимъ: 
дж' __ 0 9х 95 р а 0х 
ба > 1. да; — 4" + а. 0, += м, `` 9 
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Поэтому а 4% т 
Жт [+ =... + « (1119 
@зж--) = в 
Изъ (1114), (1116) и (1119) находамъ: 
элем. работ. ускор. силъ (= - — =) 89, . . (1120) 
й й 


Замфтимъ, что здфеь мы брали частныя производныя только по 4, 
такъ что опредфлили лу элементарную работу ускорительныхь силъ, ко- 
торую он производять на пути только тёхъ возможныхь перемфщен!, 
которыя происходять отъ измфнен!я только одной изъ независимыхъ коор- 
динатъ, именно—оть измфненя координаты 9,. 

$ 392. Уравненя Лагранжа во 2-ой фориЪ. Пусть силовая функщя 
для разсматриваемой системы есть 0. Она цолжна быть функщею коор- 
динать 4., 4: ---4, и времени &. Согласно съ $ 133 элементарная работа 
дъйствующихь силъ, на пути возможныхъ перемфщен!й, произведенныхь 
измфнешемъ координаты 4,, должна быть равна а, Эта работа, на 
основан и начала Даламбера ($ 74), должна быть равна опредфленной въ 
предыдущемъ параграфЪ элементарной работВ ускорительныхь силъ. Сл\- 
довательно: аж_от _ 90 м 

о Аб 

Для каждой изъ независимыхъ координатъ 4,, 4. ...4, получимъ такое 
уравнен!е. Всего будетъ Ё уравнен!й: 

р а от _ от _д9п 
@ 94’ 04, 98, 


а аа еее б. (1122) 


4 04’ 0 9 

Эти уравненя и называются лагранжевыми уравнешями во 2-ой форм%. 
Они удобны, потому что содержать меньшее число координатъ чфмъ ура- 
внешя (284) и кромф того избавляютъ отъ дальнфйшей заботы о связяхъ. 


Вржиитоложатьь Бета ав ое (1123) 


то эти уравненя можно представить въ еще болфе простой форм: 
406 6 о 

а 04’ 0, | 

о ИВ (1424) 


а 04’ 9 
Функщя Г, называется функшею Лагранжа. 


а 4 _ 1 9 | 
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$ 393. Двимеше тяжелой точки по сферЪ. Какъ примфръ на прим$- 
неше лагранжевыхъ уравнен!й во 2-ой формЪ къ частнымъ вопросамъ 


изелфдуемъ движеше тяжелой точки по сферЪ. 


Примемъ за независимыя координаты долготу $ и дополнеше @ до 


широты, такъ что: 
=. 510. 608 { 
у=г. 30. зту 
= 1. 6030 


(1125) 


Если обозначимь чрезь Т живую силу и чрезъ 950  1'5ф работу 


силы тяжести, то уравненя (1122) дадутъ: 


Но 


или 

1 
э 
Слфдовательно: 

Г ‚ а 
ау 
26 =" 88. 0080. 4"; - =, 
950 + Т5ф = 922 = —10.зт0. 80 
9 = —*0.5т0 

т =0 


Поэтому уравнен!я (1126) принимають видъ: 
4:9 ь 4$) ы 
г т о 
$ (* т? 0. г) =0 
Второе изъ этихъ уравненй даетъ: 
Сар 4$ 
28 = 
72 т? 6 лю в, 
гдЪ с постоянная интегращи. 
1-ое изъ уравненй (1130) вмфстВ съ (1131) дають: 
40 с?. 0080 
Та п. 


(Рин. тв.) ща 


95т8 =0 ... 


(1126) 


. (1197) 


. (1128) 


. (1199) 


. (130) 


.. (132) 
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Помноживъ это уравнеше на 49 и интегрируя, получимъ: 


1 [40 © 
те (4) 90 =а..... (1133) 


тдВ а постоянная интегращи. 
Интегрируя (1133), получимъ: 


— 8. 40 
#= РИ. - ... (4184) 
У У — +206. соб. а. И] 
Полагая здёсь и 08 6 — 2, получимъ: 


(1135) 


‚= у а 
Ура ате ‘‘'°° 
Корни многочлена, стоящаго подъ радикаломъ этого выражен!я, вов 
дфйствительные, потому что этоть многочленъ отрицателенъ при 2 = ==», 
но подожителенъ при 2 = — ©5; сафдовательно между = со и — х на- 
ходится одинъ изъ корней; между + т и —х существуеть еще корень; 
слфдовательно и трет корень дйствителенъ (потому что при двухъ дЬй- 
ствительныхъ корняхъ кубичнаго уравнен!я и трет!й дЪйствителенъ). По- 
этому (1135) можеть быть представлено въ видЪ; 


г г 42 


ча ЯВА (1136 
Уз9 (а — 2) 8—2) (—2) з 

гдВ а, В, т суть упомянутые корни многочлена. Полагая 
ПЕ ел. ОИ (1137) 


@—=—2(8—а) 54: | 


в Е. ЗИ -.. (1138) 
У“ ев (0 — а) 


Если а>1> В, 10 а положительна и < 1. Полагая 


получимъ: 


ыы | 
а (1139) 
ИИ 
1—=® 
получимъ: ы 
Е ЕЕ ИНОЕ С 1140) 
5 Л-ве=и вк. 
Полагая =, гдЪ ф новое вводимое нами перемфнное, получимъ: 


43 
в = и И ВИ. 1141 
е Дня ны 
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Сравнивая съ (629) и припоминая сказанное въ $ 277-омъ видимъ, 
что »# выражается чрезъ ф эллиптическимъ интеграломъ и что 


зт ф = зт ат (№9. 
СлЪдовательно: 
Еэтф = тат() ...-... (1142) 
Затфмъ, согласно съ (1137): 
т. 608 0 — а — (я— В) [тат (в)... . . (1143) 
Изъ (1131) получимъ: 
@& [2 с 
фт пт т — [2 — (а — В) тат (м)]] 
Ри, сы 
ЛУ я=е в бтатот" 


Этоть интеграль выражается помощью якобевской тета-функщи. 
Если положимъ 4 = 0, то 6 — соизё 


г. 05 6 (“= 


.. + (1144) 


й 
Ф= тт 5 
4 
@ в=У = т зн: 
ГЛАВА ЦП. 


Каноническ1я уравнен1я механики. 


$ 394. Взаимныя функщи. Положимъ, что имфемъ функщю ФТ, пере- 
мфнныхъ 9,', 4, 9.... Примемъ слфдующйя обозначен!я: 


от, о 
За батяев Чат 


Каждая изъ частныхъ производныхъ, стоящихъ въ лЪвыхъ частяхъ 
этихъ уравнен!й, представляетъ собою, очевидно, тоже функщю отъ пере- 
мфнныхъ 4, 0., 9; ..5 самихь же такихъ уравненй имфется ровно 
столько же, сколько этихъ перемфнныхъ. Слфдовательно эти уравнешя 
дають возможность выразить каждое изъ перемфнныхъ 4,', 4,', 4.'. .. Ч6- 
чезъ р, Р», р. -.. 

Положимъ, что имфется другая функшя Т,, опредфляемая уравненемъ: 


ка (1145) 


Т, =— Т, + р: а," + ра +... .. . (1146) 
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Опредфливъ, какъ выше было указано, 4,', 4,’ черезъ р,,р.... можемь 
- ИСБЛЮЧИТЬ ИЗЪ т, вс 4,', 4.'..-и выразить Т, въ видь функщи только 
перемфнныхъ р,, р., р,... Изъ (1146) слфдуеть: 


Ор =... - (1147) 


Функщи 7, можеть содержать еще и друйя перемфнвыя, напримфръ, 
такя 4;, 4,, 4,- Тогда и Т, содержить эти перемфиныя. Докажемъ, что 
въ такомъ случа: 

ат, ат, . дТ, 9т, 
наи 9 а=——1...... 0: (148 
9, — 0} 9, 9, о 
Возьмемъ для доказательства полный дифференщаль оть 7,. Согласно 
съ (1146) получимъ. 
9Т, 
41, = — д их а. (м: 2+2) 4,’ + 4,4, +... . (1149) 
Вслфдстые (1145) заключенная въ скобки часть въ (1149) равна нулю 

Есаи выразимъ Т, только въ перемфнныхъ 4., р, 9, Р.... (но не 

въ перемфнныхъ 4, 4,...4,. 4,'...), то: 


ра 9Т, 
ат, = ТА а, т арг... ..: (50) 
Сравнивая (1150) съ (1149), получимъ: 
9т, ат, от, от, (183) 


9, 9, , Эа 94, `` 
что и требовалось доказать. Изъ (1150) и (1149) видно кромф того, что: 


ЭТ, х =9% я 
бр, га 


Функщи 7, и Т, называются взаимными. Взаимность ихъ видна изъ 
сопоставлен!я уравнев!й (1145) и (1147); Т, находится по 7, исключе- 
в!емъ, при помощи уравнен! (1145) перемфнныхъ 4,', 4,’... Наоборотъ 
Т, ваходится по Т, исключешемъ перемфнныхь р,, р, р.... при пе- 
мощи уравненй (1147). 7, есть функщи перемфнныхъ 4,, 4,...4;', 9: = 
Тогда какъ Т, есть функщя перемфнвыхъ 4,, 9;,...Р,,р,... 

$ 395. Случай, въ которомъ 7, есть однородная функщя второго по- 
рядка. Если Т, есть однородная функщя 2-го порядка относительно пс- 
ремнныхъ 4,', 4;'..., 10, по теорем Эйлера объ однородныхъ функщяхъ, 
сумма произведен! частныхъ производныхъ однородной функщи на с0- 
отвфтствующя перемфнныя равна произведению самой функщи на пока- 
затель однородности. Въ давномъ случаф слЪдовательно: 


То ...- - 9153) 
й 


Н. Б. Делоне. — Курсь теоретической мехавики. 2 изд. 26 
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или, благодаря уравневямъ (1145): 


Чу’ Ра" +. = 27.1... (1154) 
Поэтому въ этомъ случаф, сообразуясь эъ (1146), получимъ: 
Аа АНИ 2 тия 5: 6156) 


Только каждая изъ этихъ функц! выражена въ своихъ перемфниныхъ, по- 
тому что мы всегда разсматриваемъ 7, какъ функц!ю, изъ которой исклю- 
чевы р,, Р„, Ру тогда какъ разсматриваемь Т, какъ функщю, изъ ко- 
торой исключены 4,', 4’... При этомъ Т, окажется однородною функцею 
второго порядка оть р: р» В. --. 
Примпрь 1-ый. Положимъ, что Т, неоднородная функщя заданная 
Такъ 
Теа одео г $ 8 


Найти функщю Т, и показать, что на этомъ прим%рв выполняются 
уравнешя (1151) и (1152). Изъ (1156) имфемъ: 


ат, : 
Е ПЕ а а, ос: Г 
ра! ( 
Вычисляя по формул (1146) функщю 7, получимъ: 
Т, = в" — 4 + 24, 
Исключая отсюда 4,’ помощью найденнаго соотношения (1157) имфемъ: 
1 1 1 
Т, = бр — В+ =4Р’—6&.. . (168) 
Отсюда 
эт, Ре: 
д, 2 
или, на основан (1157) 
9т, = 
рее чин .-- (1159) 


Слфдовательно уравнеше (1152) выполнилось. Изъ (1158) и (1156) 
имфемъ: 

ат, 

1 =. 

94, 94, 

Слфдовательно и уравнеше (1151) выполняется. 

Примтрь 2-ой. Дана Т, =4'-*-+4',9', такъ что 1, выражается одно- 
родною функщею 2-го порздка чрезъ 4',, 9». Найти сопряженную ей 
функщю ФТ, и показать, что она будетъ однородною 2-го порядка отно- 
сительно р, р,. ы 

По (1146) имфемъ: 


Т, = — 9:2 — 9:4, + (29 +4.) 9,+4,9:=9:°+4'4, . (160) 
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Слфдовательно Т, — 7, согласно съ (1155). 
Изъ выраженя, которымъ задана Т, имфемъ: 


9Т, 


9: ау р - 
® = да, = 24: +9'......-. (1161) 


о О 22 8) 


Опредфляя отсюда 4’, и 4, чрез р,р, и вставивъ въ (1160) по- 
лучимъ: 


Т, = ру’ + р» (р, — 2р,) = рр, —5:°..:. . (1163) 


Итакъ, убЪждаемся, что 7, выражается однородною функщею 3-го по- 
рядка чрезъ р, р. 

$ 396. Каноничесвя уравненйя механики. Если дЪйствующия на систему 
силы (внутреншя и внфшнйя) имфють потенщаль 0, то, получаются Ла- 
гранжевы уравнешя (1124) въ видЪ 


=. а 91 _ 9Е 
с > (1164) 


При этомъ Г, = 7+ 0. Если Н есть функщя взаимная съ Г, то, 
согласно съ $ 394: 


ря 
Еф ытао о (4 
Р 99 (1165) 
Но И не содержить производныхь 4’. Слфдовательно: 
9, от 
а ЗИ ...- (166) 


На основашш (1152) имфемъ 9’ = %. На основаши же (1166) и 


(1164) имфемъ: 
ан деи а (1167). 


ЗатЪмъ, согласно съ (1151), имфемъ: 
‚_ 40 96 _ он 
РЗ РОВ бод ЗА (1168) 
Такимъ образомъ для каждой независимой координаты получимъ, выъсто 
Лангранжевыхь, слЬдующёя каноничесыя уравнения: 
АЯ 
в 
26* 


— 44 — 


Веего получимъ 2 слфлующихъ уравнен!: 


И: ан» 
др, — 9% 24. 
дн _, но 


о. (1169) 


Это 2% уравнешй и называются каноническими. Они были выведены 
Тамильтономъ. Функщя Н называется гамильтоновскою функщею. 

Подставляя значеня величинъ р’ и 4’ получимъ каноническя уравне- 
я въ наиболфе употребительной форм$: 


9—4, бр [+ -- + - (1110) 


Чрезвычайно важно замфтить, что если связи не зависять оть вре- 
мени, то согласно съ $ 390, 7’ есть однородная функщя 2-го порядка 
оть 4',, Ч, -.9'» такъ что по теорем Эйлера 


р.9', + 2.49’, + №4, + „.=2Т..... . (4111) 
Поэтому, на основан! (1146) получимъ въ этомъ случа: 
Е Е (1172) 


Лагранжьъ привелъ всю механику къ теор дифференщальныхъ урав- 
нений (1122). Якоби показалъ, что интэгрировае уравнен! механики 
удобнфе производится, когда они представлены въ канонической форм 

` (1170). Со временъ Якоби главнымъ предметомъ аналитической меха- 
ники является теор я интегрировав!я каноническихъ уравнен!й, совпадаю- 
щая какъ показаль Якоби съ интегрировашемъ уравненй съ частными 
производными 1-го порядка, 


ЗАДАЧИ. 


ОтдЪлЪъ 1. — Глава Г. 


1) Написать уравнеше равномфрно-прямолинейнаго движен!я, если 
точка проходить 5 савтиметровъ въ секунду и время считается оть того 
момента, когда точка находилась на разстояи 2 метровъ отъ начала 
координатъ. 

2) Найти скорость въ прямолинейномъ движен!и, опредфляемомъ ураз- 
нешемъ 2 — 5% # -+ с0з #. 

3) Найти скорость въ движени, опредфяяемомъ уравненемъ 

2 = зт (ай) + 6. 
4) Найти скорость въ движенш, опредфляемомъ уравнешемъ 
= = Уа-+ 5. 

5) Найти ускорешя въ движеняхъ, данныхь въ задачахь: 2, 3 и 4* 

6) Найти силы, подъ влявщемъ которыхъ происходять движешя, за- 
данныя на задачахъ 2, Зи 4. 

7) Изслдовать движеше, заданное дифференщальнымъ уравнешемъ 
Х=@и-+ь. 

8) Изслфдовать движене точки, брошенной вверхъ въ воздухв, при- 
нимая, что сопротивлеше воздуха пропорщонально квадрату скорости. 

9) ИзслЬдовать прямолинейное движеше точки, притягиваемой къ на- 
чЧалу координатъ съ силою обратно-пропорщюнальною квадрату разстояня 
ея отъ вачала. 

ОтдЪлЪъ 1Т.— Глава П. 


10) Опредфлимъ траекторю и скорость въ движении, заданномъ урав- 
вешями: 2 — а. -Н 6; у = а, + 6,; г = а,ё + 6,. 
11) Опредфлить скорость › въ движенши точки, брошенной въ пустоть 
наклонно къ горизонту. 
12) Опредфлить скорость и ея направленше, ускорен!е и его направде- 
не въ движении, опредфляемомъ уравненяии: 
д = А е0з (№) В эт (М) 
у = А' оз (М) + В'зт (№). 
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13) Опредёлимъ тангенщальное и нормальное ускореня въ движени, 
заданномъ въ задач 19-ой. 


ОтдфлЪъ Г. — Глава Ш. 


14) Опредфлить равнодЬйствующую В силъ Р, и Р, дЬйствующихь 
на свободную точку и составляющихь между собою уголъ 0. 

15) На свободную точку, помфщенную въ начал координатъ, дЪй- 
ствуютъ: силы Р; и Р,, составляюция съ осью иксовъ углы а, иа,. Опре- 
дфлить уголь ф, составленный съ осью икеовъ равнодфйствующею А. 

16) Силы Ри © дйствующя на точку, составляютъ уголъ а, равно- 
дЪйствующая ихъ равна В. Показать, что, при увеличени каждой изъ 
составляющихь силъ на Н, новая равнодЪйствующая составить съ преж- 
нею уголь, тантенсь котораго равенъ ват 

17) РавнодЬйствующая силъь Ри © равна В. Силы заданы такъ, что. 
при удвоени © сила ЕВ удвояется, при дфйсти © въ обратномъ напра- 
влени Е тоже удвояется. Показать, что при такихъ услошяхь Р:; © :В = 
=У2:УИз:И2. 

ОтдзлЪъ П.— Глава П. 


18) Дано приведен!е силъ, дйствующихь на твердое твло, къ точк® О, 
при чемъ проложеня равнодфйствующей Ё суть УХ, УУ, У7 и проло- 
жешя паръ /, = Х (2у — У2); М = Х (Хё — 22); № = У (Уз — Ху). 
Найти приведене къ точк® 0’, координаты которой суть (&, т, ©). 

19) Дано приведен: ХХ, ХУ, У4, Г, М, №. Найти моментъ Г’ ди- 
намы равнодфйствующей этимъ силамьъ и парамъ и параметръ р этой 
динамы. 

20) По даннымъ задачи 18-й найти уравнене оси динамы. 

21) Шесть равныхъ между собою силъ дЪйствуютъ по сторонамъ АВ, 
ВС, СА, РА, ОВ; ГС правиаьнаго тетраэдра, показать, что ось равно- 
дйствующей динамы расположена по перпендикуляру, опущенному изъ Г) 
на АВС. 


ОтдЪлъ П. -—- Глава ТУ. 


22) Палитра для красокъ имфеть форму диска радуса а, въ котором 
сдфлано эксцентричное круглое отверсме радлуса 5. Разстояше между 
центрами диска и отверстя равно с. Найти центръ тяжести палитры. 

23) Показать, что центръ тажести площади треугольника совпадаетъ 
съ центромъ тяжести трехъ равныхъ матеральныхъ точекъ, помфщевныхъ 
въ срединахъ сторовъ. 

24) Показать что центръ тяжести периметра треугольника АВС на- 
ходится въ центр круга вписаннаго въ треулольникъ ДЕР, гдЪ 0, Е, Е 
суть средины сторонъ даннаго треугольника. 
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25) Показать, что центръ тяжести дуги какой-либо кривой опредф- 
ляется координатами; т та аз ‘ 
25 У 


$ = А 
26) Найти коордиваты и тяжести дуги ЦфИной линш 


/ = 
у== е г +е °) 
лежащей между абсциесами 2 = ых №:2—4. 

27) Обозначивь чрезь С центрь тяжести дуги АР лемнискаты 
72 = а* с0з (2$), показать что Об дьлитъ пополамъ уголь АОР, прини- 
мая О за полюсъ полярныхъ координатъ. . 

28) Показать, что центръ тяжести ортогональной проекщи данной 
площади совпадаеть съ проекщею центра тяжести данной площади. 

29) Найти кобрдинаты центра тяжести кругового квадрата АОВ, при- 
нимая радусы ОЛ и ОВ за оси координатъ. 

30) Основываясь на задачахь 28 и 29, показать, что координаты центра 
тяжести квадранта эллипса = “= =1, суть = =; у 9=%. 

31) Показать, что каж центра тяжести половины площади эллинса, 
находящейся по одну сторону большей оси, отъ центра эллипса равно в 

32) Показать, что координаты центра тяжести какой-либо площади равны 


— Рае. г Гуах_ 
Гоа ` 2 Гуа 
33) Основываясь на задачв 32, показать, что координаты площади, 
ограниченной параболою, ея осью ОМ и ординатою МР суть: 


о 


34) Основываясь на теоремахъ Гюльдена-Паппуса, опредфлить поверх- 
ность 5 и объемъ У твла, получаемаго отъ вращен!я треугольника А ВС 
около АВ, если перпендикуляръ, опущенный изъ С на АВ равенъ р 

ВО0=а; 40=5; АВ=оа 

35) Дуга 5 какой-либо кривой вращается около оси 2, лежащей въ ея 
плоскости, на уголь 2а; показать, что координаты центра тяжести опи- 
савной дугою поверхности суть: 

— 2748 - (==); рее [те 
[245 кая : 

36) Ограниченная замкнутымъ контуромъ площадь з, плоскость кото- 
рой проходить черезъ ось 2, вращается около оси & на уголъ 2. Пока- 
зать, что координаты центра тяжести объема, описаннаго площадью о, суть: 
лаз 2(==*) Е [тео 
Де \ в” а. 


рее 


РЕ — 


ОтдЪлъ Ш. — Глава Г. 


37) Тонкая, прямая, гладкая трубка вращается въ горизонтальной пло- 
скости съ такою угловою скоростью, что тангенсъ описаннаго трубкою 
угла пропорщюналенъ времени. Опредёлить движен!е тяжелой матер!аль- 
ной точки, помфщенной въ такой трубк$. 

38) Основываясь на начал сохранен!я движеня центра тяжести, пока- 
зать, что ружье или пушка при выстрфль ‹отдаютъ», то-есть получають 
толчокъ въ сторону противуположную выстрфлу. 

39) Пользуясь началомъ сохраненя движеня центра тяжести и нача- 
ломъ площадей, изслфдовать движене брошенной тяжелой палки, пренебре- 
тая сопротивленемъ воздуха. 

40) Показать, что въ сферическихъ координатахъ х, ф, № 


40 = Ут (Вах + Фтаф + Та» эт $), 


гдз В = ускорене, дЪйствующее въ направлении г, Ф — ускореше перпен- 
дикулярное къ г и лежащее въ плоскости меридана, Г—ускорене пер- 
пендикулярное къ плоскости меридана. 

41) Опредфлить разность работы, совершенной въ течеше 5 минутъ 
машиною, дЪйствовавшею съ мощностью 100 паровыхъ лошадей и работы, 
совершенной въ течеше 80 мннуть машиною, дЪйствовавшею съ мощ- 
ностью 20 паровыхъ лошадей. 

42) Опредфлить въ тонвахъ сопротивлен!е воды, преодолфваемое паро- 
ходомъ, который, работая съ мощностью 8000 паровыхъ лошадей («аффек- 
тивныхь», то-есть за вычетомъ мощности идущей на преодолфве другихъ) 
сопротивлен!), идеть со скоростью 32 киломотровъ въ часъ. 

43) Найти, съ какою мощностью вертится равномфрно колесо, если урав- 
новфшиваеть тормозящую силу, дЪйствующую по касательной равную Р 
килогр., дфлаетъ п оборотовъ въ минуту, и радусь его равенъ х миллиметр. 

44) Какой тормазяший моменть уравновфииваеть кодесо, если вра- 
щается равномфрно съ мощностью № паровыхъ лошадей, дьлая  оборо- 
товъ въ минуту. 

45) Велосипедистъ, вёсяшйй съ велосипедомъ 90 килогрм., спускается, 
не дЪйствуя на подножки, по дорог, имфющей уклонъ въ т, съ постоян- 
ною скоростью 13 километровъ въ часъ, преодояфвая сопротивлешя тре- 
я и воздуха. Съ какою мощностью онъ долженъ работать, чтобы съ 
тою же постоянною скоростью Фхать вверхъ по дорогь, имБющей уклонъ 
въ и Уклонъ въ т ‘обозначаеть, что тангенсъ угла наклоненя дороги 
къ горизонту равенъ +. 


Отд лъ Гу. — Главы 1. П, и Ш. 


Показать справедливость слёдующихъ формулъ, выражающихь моменты 
инерцщи. 


— 409 — 


46) Для прямой АВ, относительно оси, проходящей чрезь А и со- 
ставляющей уголъ В съ АВ, называя { длину прямой СИ М. 

417) Для прямой, имфющей длину 2а, относительно перпендикулярной 
къ ней оси, не лежащей въ ея плоскости, если $ есть длина перпенди- 
куляра, опущеннаго изъ средины прямой на ось: Л = (+ а им. 

48) Для дуги круга, относительно оси перпендикулярной къ ея пло- 
скости и проходящей чрезъ ея центръ тяжести, если ”—радуусъ, с— хорда, 
а — длина дуги, 7=С@— 9) М. 

49) Для дуги круга, относительно оси перпендикулярной къ ея пло- 
скости и проходящей чрезъ ея средину, 7 = = (а— с) М. 

50) Для эллиптической пластинки, ограниченной эллипсомъ Я - —1 
относительно оси 25 мы нашли въ 179-мъ параграф® 7 = : М. 

51) Для эллиптической пластинки, относительно оси периендикулярной 
къ ней и проходящей чрезъ ея центръ; „7 = 1 (а? -+ 5?) М. 

52) Для пластинки, имфющЙ видъ равносторонняго треугольника отно- 
сительно высоты, если 25 есть сторона 7 = 3 М. 

53) Для треугольной пластинки, стороны которой суть а, 6, с, отно- 
сительно оси перпендикулярной къ пластинкЪ и проходящей чрезъ вер- 
шину противоположную сторон а; 7 = 5 (362 - 3? — а?) М. 

54) Для треугольной пластинки, относительно еси перпендикулярной 
къ ней и проходящей чрезъ центръ тяжести 7 = : [а 62 + с?) М. 

55) Для пластинки имющиЙ видъ параллелограмма, относительно оси 
перпендикулярной къ ней и пан. чрезъ пересфчешя д!агоналей, 
если За и 26 суть стороны, 4 = © ее ») М. 

56) Для пластинки, иифющий видъ правильнаго многоугольника, отно- 
сительно оси перпендикулярной къ ней и проходящей чрезъ центръ тя- 
жести, если »—число сторонъ, с— длина стороны, 


==) 


вы) 


57) Для сферическаго слоя, заключеннаго между феричесаамя поверх- 
ностями радусовъ а и 6, относительно даметра: = С, м. 


58) Для прямого круглаго цилиндра, относительно оси; = м. 
59) Для прямого круглаго цилиндра относительно оси перпендикудяр- 
ной къ оси цилиндра и проходящей чрезъ ея середину, если а—радусъ, 


25 — высота. 7=(:+з) М. 
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Отдзлъ ТУ. — Глава ГУ. 


60) Опредфлить угловую скорость «, съ которою равномфрно вра- 
щается тВло, совершающее я оборотовъ въ минуту. 

61) Опредёлить время колебав!я куба около одного изъ реберъ рас- 
положеннаго горизонтально. Опредфлить время колебашя того же куба 
около расположенной горизонтально д1аговали одной изъ его граней. По- 
казать что длина изохраннаго математическаго маятника въ первомъ слу- 
ча Ча Иа. ‚ во второмъ т а, если ребро куба равно а. 

62) Круговая дуга качается около перпендикулярной къ ея плоскости 
оси, проходящей чрезъ ея центръ. Показать, что время полнаго колеба- 
вйя не зависить оть дливы качающейся дуги и что длина изохраннаго 
математическаго маятника равна двойному рад1усу. 

63) Опредфлить ту изъ осей, лежащихъ въ плоскости эллиптической пла- 
стинки, около которой пластинка совершаетъ наиболфе коротк1я колебав!я. 

64) Тонкая однородная палка качается около горизонтальной оси, про- 
ходящей чрезъ верхв!Й конець ея. Палку эту проводятъ въ горизонталь- 
ное положеня и оставляютъ затфиъ двигаться, не сообщая начальной ско- 
рости, подъ влящемъ тяжести. Показать, что, когда горизонтальное дЪй- 
стве на ось будетъ наибольшимтъ, то вертикальное дфйстве на ось отно- 
сится къ вфсу палки какъ 11:8. 


ОтдЪлуъ ТУ. — Глава У’. 


65) Лфствица АВ прислонена верхнимъ концомъ В къ гладкой ста, 
тотда какъ нижнй ея конець упирается о шероховатую горизонтальную 
плоскость. По лфстницв перемфщается грузъ, вфсъ котораго въ » разъ 
болфе вЪса лфствицы. Показать, что трея въ А при крайнихь положе- 
шяхъ груза относятся какъ (2п = 1) :1. 

66) Однородная балка проходить надъ однимъ и подъ другимъ гори- 
зонтальнымъ неподвижнымь стержнемъ. Показать, что равновфс!е балки 
возможно только въ томъ случа, когда длина балки > Ь р - э8 й 
тдЪ 6— разстояще между стержнями, 8—уголъ наклоненя къ горизонту 
этого разстояня, „—коэффищенть тренйя. 

ОтдЪлЪъ \У1. 

67) Показать, что дв раввыя массы, сосредоточенвыя въ точкахъ 
отетоящихъ одна отъ другой на разстояв!и 1 сантиметра, притягивают 
одна другою съ силою, равною одному дину, если каждая изъ массъ равна 
3928 граммъ. ы 

68) Показать, что два соприкасающихся одинаковыхъ шара, плотность 
которыхъ равна единиц® и ражусъ которыхъ равевъ 43,3 сант., притя- 
гиваются съ силою, равною одному дину. 


ев 


РЪШЕН!/Я ЗАДАЧЪ. 


1) += 5+ 900. 
2) и = 608#— т. 
Зо —‘а. с0з (а). 


а 
о ееааы, Е 
А Уи +5 
з 
5) = — 86—06 =. эт (а); =. 
4 (а)! 
я ат 
6) Х= — т(5тЕ-+ 0050); Х= — а2т ‚ зт (ад; Х=— : 
4 (0-8 


В д р 5 
7) Я мы ие рт а -Нс,, г си с, 
постоянныя интегращи. 
8) На точку дЬйствуеть тяжесть и сопротивлеше, которое можно вы- 
разить чрезъ 79?5?. Получим: 
@х 


4 
Е = #22); т 29?) 
п = 9 (Ен А2»?); = 9 (Е №7); 


— 9 (#90. 
Ро. (90° 


$ ох = 19 [08 (9) №, . эт (1№90]. 


9 = ат (г) — ат (№5) = ат | ; с = з 
42 _ 1 [№ . 608 (К9И) — за (№96) 
а! ® | с03 (№90 -+ № . зт (90) 

4% _ ЕЁ 


„ 42 
9) ту» =— „з. Помноживъ 06% части на 2, и интегрируя, полу- 


ть? — ть? = И = ч(; ‚). 
Г. 2 5 


Здфсь \, скорость на разстояви х, отъ начала. Если точка начинаетъ 
движен!е, выходя изъ покоя въ то время, когда она находилась на, раз- 
стояни а отъ начала, то: 


2% = а; % = 0; т 2% (+ 


ЧИМЪ 


, о 2 Ш 


а г 


— 412 — 


и ее. в - 


2—6, лы У—6,. 2 
10) Ы > ть Узнала. 


11) = Из? 20 ф-т 9—9. 
12) 97 АА) ЕВ Хоовбы; 49 


ж=— ВА’ эт (9) -- 
= АВ’. воз (№); 
.=У[- А эт (№0) + ЕВ 608 #0] -+ [ — КА' эт (№) + ЕВ’. сов 
Е. — Азт (№) + В. е08 (№) 
’ И Ая @9 -- В.о) (— 4' т (9) + В". 008) 
— А' зт (Н) + В 005 (М) 
608 (и, у) = 


УЕ Азт (9) + В. 8+ А’ т В 
ии В" 9 — Ат 


В с0з (№4) — Азт (М) 
1 = УМ [А оз (14) + Взт (1) + [А” с0з (№8) + В’ зт (В 


ен Ут 
: Е 
60$ (}, } 608 (1 у)==—— 
(), =) = т 9, Инк 
13) См. задачу (11): 
ОИ ев. 
@ Ув, со? ф + (ко зтф— 0 
Изъ $ 52 знаемъ, что траектор!я есть парабола 2,? = — Эра, въ кото- 
20 
рой 2р = —° —®. Ращусъ кривизны параболы равенъ 
ний 
ЧЕТ 


Нормальное ускореше равно: 
9 [00° 05? ф + (озтф — 90] р? 
р 


бань 

14) Изъ треугольника силъ имфемь В =УР:+.Р/2+аРР, 6036. 

15) Х =Р, с0за, + Р, с03а,; У = Р, зта, + Р, зта,; и; 
Р, зт а, --Р, зта, 

Я Р, с0з а, + Р, соза, 


— 413 — 


18) Равнодфйствующая останется та же по величин$ и направлению, 
но приложена уже въ О’. Проложешя пары получаются другя, а именно: 


И=;и—-т2—@—9 У] =Е— 122+ 3У 
М = [@ 9 Хх—(@#—92] =М— 3х2 
№М=У[#—9 У —(и—Х=М— БУХ 


19) Ось динамы называется также цевтральною осью. Пусть 1, т, ® 
суть косинусы наклонешя центральной оси. Имфемъ 
хх ху у 
о =: ®= ; 
тд В—равнодфйствующая силъ УХ; ХУ и У. Если обозначимъ чрезъ 
С моментъ, равнодьйствуюцщий моментовъ 1, М, №, чрезъ @ уголъ соста- 
вляемый моментами Ги С, то: 
Г = 60050 = 14 + Мт + №. 
Отсюда: ` 
ГВ = 15Х - МУУ - МУР 
Г 1х + МУУ-+ №2 


а СЕ 


20) 1—1; У Р-Я м — &Х- #2 г ИУ = 1х. 
УХ ХУ 32 . 
гдВ ($ 1, 9 суть координаты точекъ оси динамы. 
22) Пусть О—цевтръ диска, С—центръ отверстя. Принимая ОС за 
ось иксовъ, получимъ: 
- _ Ут _ па}. 0о— **.с — 62 
:: т м — = а — в? 


Здвсь мы считаемъ массу вынутаго изъ отверстя матер!ала отрицательною. 


26) д=— ;у= 5 ( - = Можно показать, что 2 
равенъ абсцисс точки Г, въ которой пересфкаются касательныя, прове- 
денныя въ концахъ изслфдуемой дуги цъиной линш, и что у равно по- 
ловинв ординаты точки №, въ которой пересфкаются нормали, проведен- 
ныя въ концахъ дуги. 

Ч 


29) 2 = 3; и 


34) 3 =*(а-+ р; = 36". 


37) Уравнеше трубки таково: 
у—==.й Х=— Е=0: 


у< КА = 
и — 414 — 
Въ формул Лагранжа (278) достаточно разсматривать только 


` тиу; = 10. 
Формула (278) дзетъ: 1 


Уравнен!е трубки даетъ: 


Фу 4х 4 
НЕ 
Исключая ы получимъ: 
22,4 _ _ 9 
а‘ 1 ИР° 


Интегрируя, получимъ: 
9 =) 5 1 (1 №В) = сотвё, 


Если обозначимъ чрезъ В начальную скорость точки по трубкЪ, то: 


Если а есть начальное значене координаты х, то: 
#=в-+ . ато (№0; у = ам -н В ат (№). 


Если т, ф суть полярныя коорлинаты, полярная ось которыхъ направлена 
по начальному положению трубки, то: 


р гай у= (@ = НЕА 
Траекторйя будеть 


39) Центръ тяжести палки описываетъ параболу. Проведемъ чрезъ центръ 
тяжести оси координать С, Су, @г постояннаго направлешя. Моменты 
внъшней силы (тяжести) по отношеню къ каждой изъ этихъ осей равны 
нулю, потому что всф силы тажести, дЪйствующйя на точки палки при- 
водятся къ одной равнодфйствующей. Поэтому получимъ интегралы пло- 
шадей (323). Пусть р есть точка палки, помфщенная на единиц раз- 
стояшя оть центра тяжести и пусть координаты ея относительно осей 
@х, @ц, Её суть а, 6, с. Если г есть разстоян!е какой-либо точки палки 
оть центра тяжести и если палку принять за прямую лин!юо, то коорди- 
наты точки т будуть х = га; у = 7; 2 ==тс такъ что 

4х _ аа а 45 4 _ 4 


м та ша Ш "ае 


— 415 — 


Уравнешя (323) дадутъ: 


Помноживъ эти уравнешя соотвЪтствевно на а, 6, с и сложивъ, получимъ 
вас 6-не.с=0. Слфдовательно точка р находится постоянно въ плоско- 
сти неподвижной по отношению къ подвижнымъ осямъ (7, бу, 2. Вра- 
щене палки происходить въ этой плоскости около С. Такъ какъ законъ 
площадей остается вфрнымъ и для этой плоскости, то вращеше палки 
равномфрное. Движеше палки состоитъ, слфдовательно, изъ параболиче- 
скаго движеня центра тяжести и изъ равномфрнаго вращен1я около него 
палки въ плоскости, проходящей чрезъ него и остающейся параллельною 
нфкоторой неподвижной плоскости, направлеше которой зависить отъ 
тото, какъ была брошена палка. 

40) Такъ какъ. 40 = У (Х 42 -+ Уау -+ #42) = элементарной ра- 
ботф, то вообще для всякихъ координать 40 равно суммЪ элементарныхъ 
работъ силъ. Въ сферическихъ коордиватахъ », ф, Х точки приложешя 
силъ тВ, ту, тГ, проходятъ по направлен!ю этихъ силъ, соотв®тственно, 
пути: 47; ”@ $; хз ф 4^. Сафдовательно 

а0 = ут (В 4’ + ф’аф-+ [т .итф. 4). 

41) Работа, совершенная первою машиною, равна 2250000 кило- 
грамметр. Работа, совершенная второю машиною равна 7200000 к. Иско- 
мая разность равна 4950000 килограмметр. Слабая машина сдфаала 
больше работы, потому что работала долфе. 

47) Мощность въ килограмметрахъ равна здфсь произведению пути, 
пройденному въ секунду, на силу уравновшивающую сопротивлеше воды, 
то есть ь.Р, гдЪ © скорость въ секунду, Р сопротивлеше въ килограм- 


махъ. Если № мощность въ. паровыхъ лошадяхъ, то Р = ^ -®. 
_ 32000 [ метр. 
— 3600 | секунд. 
р 8000 - Тб - 3600 ид, — 8000 - 15 3600 и, — 675 понвъ 
= 32000 Р-—^ 32000 . 1000 о р 
43) За одинъ обороть точка ыы колеса проходить Е 


1000 
тровъ, за в ббТоть она проходить и метровъ; въ секунду она 


- метровъ. Работа, совершаемая колесомъ въ секунду 


— 416 — 


44) Искомый моменть М равенъ. 2, если радусъ колеса выра- 
женъ въ миллиметрахъ, Р выражено въ килограммахь и за единицу мо- 
мента принимаемъ моментъ, производимый силою равною вЪфсу одного 
килограмма, дфйствующею на плечо въ 1 метръ. Поэтому, согласно съ 


задачею 43, искомый моментъ опредфлится изъ формулы № = м 


45) Тавъ какъ уголь наклонен!я дороги къ горизонту въ обоихъ слу- 
чаяхъ очень малъ, то можно принять, что уклонъ равенъ его синусу, то. 
есть, что профзжая какой либо путь по уклону въ 10) ведосипедисть под- 
нимается въ вертикальномъ направлен на 05 этого пути. Спускаясь, 
велосипедисть не дЪйствуеть на педали; слфдовательно для равномфрнаго 

‚ движеня должно существовать равенство работы силы тяжести съ работою 
сопротивлен!. Поэтому мощность сопротивл. = и килограмметр. 
въ секунду. Чтобы подниматься равномфрнымъ движешемъ велосипедисть 
долженъ производить работу равную сумм работъ соиротивлены и тя- 
жести. Поэтому искомая мощность № велосипедиста при поднятйи равна: 


_— 90.13900 - 13000.90 = 39 килограмме’ въ секун; 
3600.200 * 3600. 100 — в “илотрамметр. Зе 


или 
т 39 
Х= = 6 . 
8.5 = 0,065 паровыхъ лошадей. 
". п 2тп 
6) = -— =. = —. 
0) 60 то. Отсюда ® 60 


63) Искомая ось параллельна большой оси эллипса и дфлить малую 
полуось пополамъ. 


Н. Делоне. 


АЕ МиЧЕСКАВ 
отека. 


Е. Пасхиохта. 
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